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1. Uvod

Dobra bi zagonetka trebala zahtijevati vjezbanje naseg uma i domisljatosti i premda su
matematicko znanje i logicko zakljucivanje cesto pomo¢ pri rjeSavanju istih, ponekad se dogodi
da su nase prirodno lukavstvo i dosjetljivost ipak od znacajnije vrijednosti. ~ Henry Ernest
Dudeney (O’Connor i Robertson, 2003b)

Ponudivsi svojim Citateljima nebrojene matematicke i logicke zagonetke i mozgalice
kojima je zainteresirao i zaokupirao pozornost pripadnika svih generacija, vrsni je engleski
matematicar i1 autor brojnih matematic¢kih knjiga za razonodu, Henry Ernest Dudeney, posvetio
¢itav svoj zivot matematici, svojoj velikoj strasti i ljubavi.

Premda je Dudeney napisao i objavio izniman broj svojih matemati¢kih i logickih
zagonetki, mozgalica i igara, ipak je samo jedna od njih svih ovih godina bila i ostala tema mnogih
rasprava i nebrojenih pokusaja u otkrivanju njezina rjeSenja. The Haberdasher's Puzzle naziv je
koji krasi tu iznimno intrigantnu geometrijsku mozgalicu koja je svojom pojavom uzburkala rad
mozdanih vijuga brojnih svjetskih matematicara i strastvenih rjeSava¢a matematickih i logickih
zagonetki.

U svom tom zanimanju za ovaj problem, neki su zaljubljenici u geometrijske 1 opcenito
matemati¢ke zagonetke ponudili svoja rjeSenja, mnogi su ga obradili u svojim zbirkama
matematickih 1 logic¢kih zagonetki ili pak razradili njegovu problematiku u knjigama
matematiCkoga sadrZaja, a neki za njega joS uvijek pokazuju zanimanje i obraduju ga suvremenim
racunalnim alatima, o njemu piSu na forumima, u seminarima i samim time poti¢u na razmisljanje
i raspravu 0 njemu.

U radu je rije¢ upravo o ovom nadasve zanimljivom i inspirativnom problemu koji samom
svojom pojavom zainteresira i poti¢e na istrazivanje. Na pocetku se objasnjava njegovo porijeklo,
smjesSta ga se na vremensku crtu i obraduje njegova problematika nakon cega se razraduje njegova
geometrijska konstrukcija uz detaljno izveden matematicki dokaz. U radu se otvaraju jos neka
pitanja i razmatra opravdanost navedenog. Navedeni su i razlozi i nacini primjene ovakvih i sli¢nih
geometrijskih problema korisnih i prikladnih za koriStenje na svim razinama obrazovne vertikale.

Na posljetku, kao istrazivacki dio iznosi se analiza triju zadataka koji se zasnivaju na
opisanome Dudeneyjevom Haberdasherovom problemu. Dva su zadatka sluzila za ispitivanje

znanja i vjeStina matematickog dokazivanja te opisivanja konstruiranja danog problema studenata
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Preddiplomskog sveucilisnog studija Matematika Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Splitu.
Tre¢i je zadatak koriSten za ispitivanje vizualno-prostornih sposobnosti studenata razlicitih
studijskih grupa Filozofskog fakulteta u Splitu i to studenata Integriranog preddiplomskog i
diplomskog Uciteljskog studija i studenata s Odsjeka za Povijest, Povijest umjetnosti, Filozofiju,
Pedagogiju, Engleski jezik, Hrvatski jezik i Talijanski jezik.

Dakle, svrha rada je da se jo$ jednom otvori, razradi i potakne zanimanje za jedan iznimno
vrijedan geometrijski problem kako bi se mogao primijeniti u u¢enju i pou¢avanju matematike na

svim razinama obrazovanja.



2. Povijesni razvoj Dudeneyjeva Haberdasherova problema

U ovome dijelu isticu se zasluzni matematicari i opisuju razlicite faze koje su bile klju¢ne

u nastanku i razvoju problema koji se razlaze u ovom radu.

2.1. Henry Ernest Dudeney

Henry Ernest Dudeney engleski je matematicar i autor prepoznat kao jedan od najveéih i
najistaknutijih autora niza matematickih i logickih zagonetki i igara, a ,,po mnogima I najveée ime
zabavne ili rekreacijske matematike® (Daki¢, 2018, str. 78). Roden je 10. travnja 1857. u
Mayfieldu (isto¢ni Sussex, Engleska) u obitelji s dugom matematickom tradicijom. Jos kao djecak
naucio je igrati Sah $to ga je od rane dobi potaklo na logicko promisljanje i zanimanje za Sahovske
probleme, matematiku, a ponajvise za matematicke i logicke igre i zagonetke. Ve¢ od devete
godine aktivno je sastavljao razne probleme i zagonetke i objavljivao ih u lokalnim ¢asopisima.
Svo je svoje slobodno vrijeme posvetio prou¢avanju matematike i njezine povijesti bez obzira na
to §to nikada nije pohadao vie formalno obrazovanje na fakultetu. Citajuéi i proucavajuéi o
povijesti matematike shvatio je da je njezin razvoj usko povezan s rjeSavanjem zagonetki. U
predgovorima nekih od svojih knjiga iznosi i misao da ,,Covjek zivot provede rjesavajuci
zagonetke, jer zagonetke su zbunjujuca pitanja, a zivot provodimo neprestano postavljajuci pitanja
i traZze¢i odgovore na njih“ (O’Connor i Robertson, 2003a). Pisao je ¢lanke za mnoge Casopise |
novine u kojima su objavljene njegove brojne matematicke zagonetke, neko vrijeme pod
pseudonimom Sfinga, a kasnije i pod punim imenom.

Zbirke Dudeneyjevih zagonetki: The Canterbury Puzzles (1907), Amusements in
Mathematics (1917), The World's Best Word Puzzles (1925), Modern Puzzles (1926) objavljivane
su jo$ za njegova zivota, a dvije, Puzzles and Curious Problems (1931) i A Puzzle-Mine (1944),
posthumno (O’Connor i Robertson, 2003a).

The Haberdasher's Puzzle, istaknuta kao najpoznatija medu brojnim Dudeneyjevim
zagonetkama, geometrijski je problem popularan jos$ i danas. Prvi ju put objavljuje 1902. godine u
Casopisu The Weekly Dispatch, a 1907. uvrstava ju i u The Canterbury Puzzles zbirku kao dvadeset
i Sesti problem (Pérez Arribas, 2012).

Dozivjevsi sedamdeset i treu godinu Zivota, Henry Ernest Dudeney umire 24. travnja

1930. u svome domu u Lewesu u Engleskoj (Times Obituary, 1930).



2.2. Geometrijska disekcija

Greg N. Frederickson jedan je od autora koji se u svojim djelima bave problemima
geometrijskih disekcija. Prema Fredericksonu (2002), pod geometrijskom disekcijom
podrazumijeva se dijeljenje geometrijskog lika na konacan broj dijelova koji se nakon dijeljenja
mogu reorganizirati u neki drugi geometrijski lik.

Matematicki gledano, problemi geometrijskih disekcija dijele se u dvije skupine. Prva se
odnosi na dijeljenje geometrijskog lika na dijelove od kojih ¢e se moci preoblikovati veci broj
drugih geometrijskih likova, dok se druga odnosi na trazenje jednakog rastava dvaju razlicitih
geometrijskih likova, odnosno na dijeljenje jednog geometrijskog lika na odreden broj dijelova
¢ijim ¢e se preslagivanjem moci oblikovati drugi trazeni geometrijski lik.

Primjer geometrijske disekcije koji pripada prvoj navedenoj skupini slagalica je tangram
popularna ve¢ vise od dvjesto godina tijekom kojih ju se koristi u razli¢ite svrhe. Ova je popularna
slagalica nastala dijeljenjem kvadrata na sedam dijelova od kojih se potom moze oblikovati jo§
dvanaest razli¢itih konveksnih likova (Slika 1) i na tisu¢e raznih drugih oblika (Kavajin,
Baranovi¢, 2019).

i AV L2\ 4

Slika 1. Tangram likovi (Grubi¢, Baranovi¢, 2021).

Kada se govori o drugoj navedenoj skupini geometrijskih disekcija, re¢i ¢emo da su dva
lika ekvivalentna po disekciji onda kada su jednako rastavljiva, a prema Bolyai i Gerwien, dva su
lika ekvivalentna po disekciji ako i samo ako su jednakih povrsina (Hartshorne, 2000).

Primjeri se ovakvih disekcija koriste u nastavi geometrije i to najces¢e pri odredivanju

povrsine jednog lika poznavanjem povrSine drugog lika ili kod rjeSavanja problema primjenom



metode povrsine. Primjerice, svaki se trapez moze presloziti u trokut pa se formula za povrsinu

trapeza moze izvesti preko formule za povrsinu trokuta (Slika 2).

Vg P

A a B

Slika 2. Reorganiziranje trapeza u trokut

S obzirom na to da su trokuti ABEPi ACDP sa slike sukladni po poucku KSK, pri ¢emu
je P poloviste stranice BC, trapez ABCD i trokut AAED jednakih su povrsina pa vrijedi:

(a+c)-v
PABCD = PABPD + PACDP = PABPD + PABEP = PAAED = 2 .

Osim takvih u nastavi ¢esto koriStenih primjera iz druge skupine spomenutih disekcija,
postoje i slozeniji primjeri medu kojima se posebno istie jedan. Rije¢ je o disekciji
jednakostrani¢nog trokuta na Cetiri dijela ¢ijim se preslagivanjem moze oblikovati kvadrat. Ovaj
problem poznat je pod nazivom The Haberdasher's Puzzle, a upravo je o njemu rije¢ u nastavku
rada.

Naime, Platon, Pitagora i Arhimed u anti¢koj Grc¢koj, arapski matematicari desetoga
stolje¢a, kineski matematiari osamnaestoga stolje¢a, a ponajvise Amerikanac Sam Loyd i
Britanac Henry Ernest Dudeney krajem devetnaestog i po¢etkom dvadesetog stoljeca, zasluzni su
za popularizaciju geometrijskih disekcijskih slagalica izazivajuéi pozornost mnogih vrsnih
Matematicara 1 matematickih rekreativaca. Kreiranjem vlastitih jedinstvenih rjeSenja postavljenih
geometrijskih problema ostavili su svoj trag, kako u geometriji opcenito, tako i u zabavnoj ili
rekreacijskoj matematici (Wikipedia: Hinged dissection).

William Wallace, Farkas Bolyai i Paul Gerwien tvorci su teorema o disekciji mnogokuta.
Wallace-Bolyai-Gerwienov teorem iz 1807. iznosi da se izrezivanjem mnogokuta na kona¢an broj
dijelova i njihovom translacijom i rotacijom, odnosno pravilnim rekomponiranjem moze dobiti
drugi mnogokut i to ako i samo ako oba mnogokuta imaju jednaku povrsinu. Krace, prema ovom

teoremu bilo koja dva mnogokuta jednake povrSine moraju imati zajednicku disekciju.
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Najpoznatiji primjer takve disekcije Dudeneyjev je The Haberdasher's Puzzle problem koji ujedno
donosi i jedinstvenu disekciju na do sada jedini poznati najmanji broj dijelova ove geometrijske
slagalice. Dudeneyjevo je rjeSenje jedinstveno i po tome $to je uz njega ponudio i ilustraciju
dvosmjerno rasklopnog modela ¢ime je popularizirao i koncept zglobno rasklopne disekcije
mnogokuta poznat kao hinged dissection. Ovime je sve do ne tako davne 2007. godine bilo
otvoreno pitanje postoji li uvijek i dvosmjerna zglobno rasklopna disekcija dvaju mnogokuta
jednakih povrsina s postojeCom zajednickom disekcijom. Erik Demaine sa svojim je suradnicima
dokazao da u svakome slucaju ovakve disekcije uvijek mora postojati i dvosmjerna zglobno
rasklopna disekcija te je ponudio i razraden algoritam njihove konstrukcije (Wikipedia: Hinged

dissection).

2.3. Nastanak i razvoj Dudeneyjeva Haberdasherova problema

Hinged Dissections: Swinging and Twisting djelo je u kojemu autor Greg N. Frederickson
(2002) pise o svome zanimanju i istrazivanju novih disekcijskih tehnika koje ¢e omoguditi
razumijevanje i izradu dvosmjerno rasklopnih disekcijskih geometrijskih likova. Na samome
pocetku prvoga poglavlja Frederickson geometrijsku disekciju definira kao ,rezanje
geometrijskog lika na dijelove koji se mogu reorganizirati u neki drugi geometrijski lik.“ Citatelja
upoznaje i s ¢injenicom o dalekoj i iznenadujuce bogatoj povijesti geometrijske disekcije u
matematici, od starogrékih matematicara Platonova i Pitagorina vremena do ne tako davnih
vremena u kojima je popularizirana kroz zabavnu ili rekreacijsku matematiku u kolumnama novina
i Casopisa za koje su ih pisala dva istaknuta autora, Amerikanac Sam Loyd i Britanac Henry Ernest
Dudeney.

Posebnost Loydova i Dudeneyjeva rada jest ta da su obojica u pisanju svojih disekcijskih
slagalica za cilj postavila pronaci rjeSenje s najmanjim brojem dijelova geometrijske slagalice.
Svojim su Citateljima postavljali brojne matematicke zagonetke s nerijetko vrlo izazovnim
problemima. Jednu je takvu geometrijsku slagalicu, prvo u The Weekly Dispatch ¢asopisu 1902.
godine pa u Daily Mail ¢asopisu 1905. (izdanja od 1. i 8. veljace), a kasnije i u svojoj zbirci The
Canterbury Puzzles po prvi puta objavljenoj 1907. godine, predstavio upravo Henry E. Dudeney.
Cilj je njegove The Haberdasher's Puzzle geometrijske slagalice podijeliti jednakostranic¢an trokut
na najmanji broj dijelova koji se potom mogu presloziti u kvadrat, a da se pritom dijelovi slagalice

ne preokrecu.



Dudeneyjev The Haberdasher's Puzzle problem jo$ od 1902. neprestano okupira pozornost
1 interes brojnih matematicara i matematickih rekreativaca, slagalica je to za koju je do dan danas
uz njezina tvorca jo$ samo jedna osoba ponudila ispravno rjesenje S najmanjim brojem dijelova
(Frederickson, 2002, str. 1, 131-133).

Nakon §to medu brojnim rjeSenjima koja su mu pristizala i godinu dana nakon prve objave
slagalice nije bilo rjeSenja s brojem dijelova manjim od pet, Dudeney je navodno sam ponudio
cetverodijelno rjesenje disekcije jednakostrani¢nog trokuta u kvadrat. Kasnije, u svojoj knjizi The
Canterbury Puzzles Dudeney pridaje zasluge i gospodinu Charlesu W. McElroyju kao osobi koja
je medu stotinama pristiglih rjeSenja jedina ponudila to¢no rjeSenje The Haberdasher's Puzzle
problema (Dudeney, 1919).

Osim rjeSenja popracenog opisom geometrijske konstrukcije, Dudeney je 1905. godine
pred Kraljevskim drustvom predstavio i zglobno rasklopni model (Slika 3) izraden od mahagonija
ponudivsi Uz njega i ilustraciju dvosmjerno rasklopnog modela. Model je zamisljen tako da su mu
dijelovi medusobno povezani rasklopnim vijcima postavljenima na to¢no odredenim vrhovima
svakog od dijelova slagalice. Time je i dodatno potaknuo interes prema geometrijskim disekcijama
I izradi odgovarajucih rasklopnih disekcijskin modela o kojima ¢e detaljnije biti u sljede¢em

poglavlju rada.

Slika 3. Dudeneyjev zglobno rasklopni model Haberdasherove slagalice

2.4.  Zglobna disekcija

Nadovezuju¢i se na prethodno poglavlje ovoga rada i imaju¢i na umu popularnost
geometrijske disekcije joS od Platona, Pitagore i Arhimeda u anti¢koj Grckoj, arapskih
matematicara desetoga stoljeca, kineskih matemati¢ara osamnaestoga stoljeca, a ponajvise Sama
Loyda i Henryja Ernesta Dudeney krajem devetnaestog i po¢etkom dvadesetog stoljeca koji su svi

redom zasluZzni za popularizaciju geometrijskih disekcijskih slagalica izazivajuéi pozornost



mnogih vrsnih matematicara i matematickih rekreativaca, prelazimo u jo$ jednu, slozeniju
dimenziju disekcije. Kreiranjem vlastitih jedinstvenih rjeSenja postavljenih geometrijskih
problema svi su ovi matematicari ostavili svoj trag, kako u geometriji opcenito, tako 1 u zabavnoj
ili rekreacijskoj matematici, ali Henry Ernest Dudeney bio je taj koji je godine 1905. pozvan pred
Kraljevsko drustvo predstaviti svoj zglobno preklopni model izraden od mahagonija ¢ime je
zainteresirao mnoge za istrazivanje istih 1 potaknuo interes za izradu preklopnih modela
geometrijskih disekcija.

Model koji je Dudeney tada predstavio bio je njegov rasklopni model disekcije
jednakostrani¢nog trokuta u kvadrat. Okre¢uci dijelove njegova modela u jednome smjeru dobiva
se kvadrat, dok u drugome smjeru oni tvore jednakostrani¢ni trokut. Od zglobova koji povezuju
sva Cetiri dijela modela, dva su postavljena na polovistima dviju stranica trokuta, dok tre¢i zglob
zajedno s vrhovima dijelova koji se susrecu na trecoj stranici trokuta (Slika 4) istu dijele u omjeru

pribliznih vrijednosti iracionalnih brojeva 0,982 : 2 : 1,018 (Wells, 1991, str. 61-62).

A
&Qm

Slika 4. Dudeneyjeva rasklopna disekcija jednakostrani¢nog trokuta u kvadrat

(Frederickson, 2002, str. 1)

Nakon predstavljanja svog izvanrednog cetverodijelnog rjeSenja  disekcije
jednakostrani¢nog trokuta u kvadrat, Dudeney je napisao da svome radu ,,dodaje i ilustraciju koja
prikazuje zagonetku u popriliéno zanimljivom praktiénom obliku izradenu od uglancanog
mahagonija s mjedenim zglobovima. Njezina cetiri dijela tako tvore lanac koji zatvaranjem u

jednom smjeru tvori jednakostranican trokut, a u drugome kvadrat.* (Frederickson, 2002, str. 1)
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Ovaj je Dudeneyjev model od samog njegova predstavljanja op¢inio mnoge, toliko je
zadivljuju¢i da je od tada opisivan u brojnim matematickim knjigama. Tako je ve¢ spomenuti
profesor Greg N. Frederickson (2002) jedan od onih koji su ga uvrstili u svoja djela. On ga u svoju
impresivnu zbirku rasklopnih disekcija, Hinged dissections: Swinging and Twisting, uvrstava kao
prvog u nizu ¢ime mu pridaje 1 iznimnu vaznost.

Predstavljaju¢i Dudeneyjev model disekcije, Frederickson Citatelju iznosi brojne detaljne
informacije o njemu. Tako u razradu ove teme ukljucuje i Dudeneyjev opis lociranja disekcijskih
rezova pomocu ravnala i Sestara. Prema Fredericksonu (2002, str. 10), Dudeney navodi da ,.kljuc¢
rjesenja lezi u Cinjenici da postoje tri kuta trokuta i to od 60 stupnjeva kojih se treba rijesiti kako
bi se dobila ¢etiri prava kuta kvadrata. Tri kuta od 60 stupnjeva spojena tvore jedan kut od 180
stupnjeva pa ako su rezovi napravljeni tako da se ova tri kuta sastanu u jednoj tocki, oni ¢e tvorit
ravnu liniju $to je vidljivo i u prikazu rjeSenja.“ (Slika 4)

Kako Dudeney nije uvijek imao rjeSenje za svaki svoj postavljeni zagonetni problem, tako
se postavlja pitanje je li ve¢ pri prvome predstavljanju problema znao za postojanje cetverodijelnog
rjeSenja ili ga je pak saznao tek nakon Sto je primio pismo s rjeSenjem gospodina Charlesa
McElroyja kojemu kasnije pridaje zasluge kao jedinom ¢itatelju koji je poslao to¢no rjesenje. Kako
god da je bilo, rjeSenje je predstavljeno i za sada jo$ uvijek jedino je poznato kao rjeSenje
presijecanja jednakostrani¢nog trokuta na Cetiri dijela ¢ijim se preslagivanjem dobiva kvadrat.
Predstavljeno je kao geometrijska disekcija, ali 1 kao model zglobno rasklopne disekcije Cije je

predstavljanje uvelike utjecalo na razvoj interesa za iste (Frederickson, 2002).

2.5. Rezime Dudeneyjeva Haberdasherova problema

,Koriste¢i se s tri reza podijelite jednakostranian trokut na Cetiri dijela ¢ijim Cete
preslagivanjem dobiti kvadrat ne preokrecuci dijelove slagalice na drugu stranu.* Ovako bi glasio
Dudeneyjev problem kada bi ga se iz izvorne zagonetke preoblikovalo u jasno postavljen tekstualni
zadatak. Odakle mu ime The Haberdasher's Puzzle i zasto ga je autor bas tako nazvao pronalazimo
na Cetrdeset 1 devetoj 1 pedesetoj stranici Dudeneyjeve prve zbirke matematickih 1 logic¢kih
zagonetki, The Canterbury Puzzles (1919) (Slika 5).

Kao dvadeset i Sesti problem navedene zbirke, zagonetka govori o Haberdasheru to jest
galanteristu koji izaziva drustvo postavljaju¢i im problem rezanja materijala oblika savrSenog

jednakostrani¢nog trokuta na cCetiri dijela koja ¢e potom ne preokrecuci ih moci presloziti u



kvadrat. Ne znajuéi rjeSenje postavljenog problema, Haberdasher se Zeli nasaliti s druStvom
provjeravaju¢i njihovu strucnost i vjestinu rezanja tkanine. Pri¢a se nastavlja tako Sto nitko od
prisutnih nije pronasao cetverodijelno rjeSenje, ve¢ su oni najpametniji i najstrucniji ¢lanovi
drustva uspjeli rijesiti zadatak s pet dijelova slagalice. Kako ne bi poljuljao vjeru ¢itatelja u
mogucnost pronalaska toCnoga rjesenja, Dudeney na samome kraju zagonetke iznosi da
cetverodijelno rjesenje zaista postoji i da ga je on sam uspio pronaci ne preokrecuci ijedan dio

slagalice (Dudeney, 1919).

Slika 5. Izvorna ilustracija The Haberdasher's Puzzle problema (lijevo)

i rekonstrukcija Dudeneyjeva rjesenja (desno)

Kako je i prije spomenuto, nakon prvotno objavljene zagonetke 1902. u The Weekly
Dispatch ¢asopisu i njezina ponovnog objavljivanja u Daily Mail ¢asopisu 1905., Dudeneyju je
pristiglo na stotine neto¢nih rjeSenja medu kojima je bilo i jedno to¢no, rjeSenje gospodina Charles
W. McElroyja. Dudeney je sam ponudio rjesenje 1903. godine, a zasluge gospodinu McElroyju
pridaje 1907. godine u objavljenom rjesenju The Canterbury Puzzles zbirke kao jedinomu ¢itatelju

koji je ponudio to¢no rjesenje (Dudeney, 1919).
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3.  Matematicke karakteristike Dudeneyjeva

Haberdasherova problema

U ovom dijelu raspravlja se o razlicitim aspektima rjeSavanja Dudeneyjeva
Haberdasherova problema: konstruktivno odredivanje podjele trokuta u svrhu oblikovanja
kvadrata, provjera valjanosti konstrukcije kroz deduktivno zakljucivanje, razmatranje bliske
aproksimacije to¢nog rjeSenja te ispitivanje njezine valjanosti i kona¢no razmatranje klase

pravokutnika u svrhu odredivanja odgovaraju¢ih omjera podjele stranice polaznog trokuta.

3.1. Dudeneyjevo rjesenje Haberdasherova problema

Pri stvaranju zagonetki Dudeney je uvijek bio voden mislima: ,,Dobra zagonetka, poput
vrline, sama je sebi nagrada. Kada ¢ovjek uspije rijesiti zagonetku, i sam osjecaj zadovoljstva
dovoljna je nagrada za njegov trud. On voli biti suo¢en s misterijom i nije U potpunosti sretan dok
ga ne rijesi.“ (Dudeney, 1919, str. 12-13). Nakon serije u Casopisima objavljenih zagonetki
Dudeney je nakon izvjesnog vremena u drugome dijelu The Canterbury Puzzles zbirke prilozio i
njihova rjesenja medu kojima se naslo i rjeSenje The Haberdasher's Puzzle problema.

Dudenyjevo je rjeSenje mozda jos$ uvijek jedino poznato rjeSenje kojim se jednakostranic¢an
trokut s tri reza moze podijeliti na Cetiri dijela koja se bez preokretanja mogu presloziti u kvadrat.
Za sada ¢emo se upoznati s Dudeneyjevim rjeSenjem i pokazati njegovu valjanost, a 0 pitanju
postojanja nekog drugog, mozda jednostavnijeg rjeSenja, pozabavit ¢emo se u sljedecem poglavlju
ovoga rada.
Koraci konstrukcije prema Dudeneyju (1919, str. 179-180), uz doradu i vizualni prikaz prema

Grubi¢ i Baranovi¢, 2021:

1) U danom jednakostrani¢cnom trokutu AABC neka je tocka D poloviste duzine AC , atocka
E poloviste duzine BC .

2) Duzina AE produlji se do to¢ke F tako da vrijedi |EF|=|EC|.

3) Neka je G poloviste duzine AF. Opise Se kruZnica ki sa sredistem G radijusa |GA|;
o (G./GA).

4) Stranica trazenog kvadrata je duljine |EH | gdje je H sjeciste pravca EC s kruznicom K.

5) Iz tocke E opise se kruznica kz radijusa |EH|; k, (E,|EH]). Neka je sjeciste kruznice k2 s
duzinom AB tocka J.

6) Naduzini AB odabere se tocka K tako da vrijedi |JK|=|EC|.
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7) Jos se iz totaka D i K spuste okomice na duzinu JE . Neka su nozista okomica tocke L i M
redom.

Kada se duzinama JE, DL i MK jednakostrani¢ni trokut AABC podijeli na &etiri dijela, na
opisani nacin, tada se preslagivanjem moze oblikovati kvadrat MM ’L’’L’ (Slika 6).

Dokaz valjanosti konstrukcije i preslagivanja trokuta u kvadrat u kratkim crtama prikazan
je u radu Dudeneyjev Haberdasherov problem (Grubié¢, Baranovié¢, 2021), a u nastavku se

detaljnije razlaze.

3.2. Provjera valjanosti Dudeneyjeva rjeSenja

Uzimajucéi u obzir medusobnu sli¢nost svih jednakostrani¢nih trokuta, radi jednostavnosti
1 provjere valjanosti Dudeneyjeve konstrukcije, bez smanjenja opc€enitosti, za duljinu stranice

jednakostrani¢nog trokuta AABC moze se uzeti duljinu a=2cm. Tada je visina trokuta AABC

N av/3 o a’3 L :
duljine v, :T\/_ =+/3CM, a njegova povrsina je Pge =T\/_=\/§0m2. Slijedi da je i povrSina

kvadrata P =/3cm? jer su trokut i kvadrat sastavljeni od jednakih dijelova pa je njegova

MM ‘L"L"

stranica duljine \/\/é cm, odnosno 4/3cm.

M’
Slika 6. Konstrukcija Dudeneyjeva rjeSenja (Grubi¢ i Baranovié, 2021, str. 78)
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Pokaze se da je Dudeneyjeva konstrukcija zaista valjana, odnosno da kada je stranica

jednakostrani¢nog trokuta duljine @ =2Cm, onda je etverokut dobiven na opisan nacin kvadrat

stranice duljine 4/3cm. Kako bi se utvrdilo je li promatrani Getverokut kvadrat, potrebno je

provjeriti jesu li sve njegove stranice jednakih duljina, a svi unutrasnji kutovi pravi.
U skladu s opisanom konstrukcijom, utvrduje se da su kutovi ¢etverokuta MM'L"L" pravi
jer vrijedi sljedece:
1) kut pri vrhu M je pravi prema konstrukciji
2) kut pri vrhu M' je pravi jer je nastao rotacijom kuta pri vrhu M
3) kut pri vrhu L" je pravi jer je nastao translacijom kuta pri vrhu L, koji je pravi po
konstrukciji
4) kut pri vrhu L' je pravi jer je nastao rotacijom kuta pri vrhu L.
Iz navedenog se zakljucuje da je cetverokut MM'L"L" pravokutnik pa su nasuprotne stranice

jednakih duljina, to jest: [MM |=|L'L"| I [ML|=|M"L".
Kako je tocka E poloviste stranice BC slijedi da je |EC|=|EB|=1cm. Duzina AE produlji
se do totke F tako da vrijedi |EF|=|EC|=|EB|=1cm. Slijedi da je radijus |AG| kruznice

\/§+1

k,(G,|AG|) duljine cm jer vrijedi:

_|AF] _|AE|+[EF]| _ \/§+1cm.

Ac| -
2 2 2

Totka H nastala je kao sjeciste pravca EC i kruznice k (G,|AG|) pa je

J3+1 J3+1 3-1
2 2 2

IGH| =|AG| = oM te je |EG|=|AE|-|AG|=+3- cm. Sada se duljina

stranice kvadrata |EH| moze odrediti primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut AGEH

pa vrijedi:

[En -leH | -loE] - :
2

|EH|:<‘/§cm
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Dakle, duljina stranice kvadrata jednaka je ‘EH‘=4/§Cm Sto je upravo jednako duljini
stranice kvadrata kojeg Zelimo konstruirati. Ostaje nam provjeriti odgovara li ista duljina i za
stranice MM " i ML'.

Kruznica kz sa sredistem u to¢ki E promjera |EH|, k, (E,|EH), sijece stranicu AB u tocki

J iz Cega slijedi ‘EJ‘ Z‘EH ‘ = (‘/§ Za kut o =|ABJE| trokuta AJBE prema poucku 0 sinusima

vrijedi:
J3 .
EB| |EJ] i da Sina_sin60°-|EB|_7' 43
Sng  singoe 2 tegaslijedidaje = = B2

Konstrukcijom tocke K na duzinu AB dobiva se da je |JK|=|EC|=1cm,a KM je okomica

na EJ. Primjenom definicije za sinus $iljastog kuta na pravokutni trokut AJKM dobiva se:

4 4
sina =% pa slijedi |[KM|=|JK|-sina =l-§ =§Cm $to je tocno polovica duljine stranice

trazenog kvadrata.

Na posljetku, iz Dudeneyjeve konstrukcije ¢etverokuta MM'L"L" slijedi:
4
IMM '|:2-|KM|:2-§:(‘/§cm
IML|=|ME|+|EL|=|JL|+|LE| =|JE|:(‘/§cm
pri Semu jednakost |ME|=|JL| slijedi iz sukladnosti trokuta ADJL i AMKE sto se obrazlaze u

nastavku.

Prethodnim je pokazano da su sve stranice ¢etverokuta MM'L"L" jednakih duljina i da
odgovaraju duljini stranice traZzenog kvadrata koji se Zeli konstruirati.

Konac¢no, moze se zakljuciti da je ¢etverokut MM'L"L" dobiven preslagivanjem dijelova
jednakostrani¢nog trokuta AABC kvadrat jer ima sve stranice jednakih duljina i sva Cetiri kuta

prava.
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3.3. Steinhausovo rjeSenje problema: kvadrat ili pravokutnik?

Da je The Haberdasher's Puzzle problem, odnosno problem presijecanja jednakostrani¢nog
trokuta na Cetiri dijela, ¢ijim se preslagivanjem dobiva kvadrat, ,,jedna od perjanica zabavne
matematike, svjedoci 1 interes koji je pobudio kod dijela uglednih matemati¢ara znanstvenika.
Tako ga je zapazio i Hugo Steinhaus uvrstivsi ga“ u svoju zbirku Mathematical Snapshots (Dakic¢,
2018, str. 79). Steinhaus u svojoj knjizi ovaj problem predstavlja kao prvi mathematical snapshot
odnosno vizualni dokaz bez puno rije¢i (Slika 7), a je li njegov vizualni dokaz svojom
jednostavno§c¢u zaista prikaz uspjesno rijeSenog problema, jo§ ¢emo pokazati. Morris Kline u
svome je predgovoru Steinhausove Mathematical Snapshots zbirke u izdanju iz 1983. napisao da
,matematicki dokaz zahtijeva vise od intuicije i zaklju¢ivanja na temelju posebnih slucajeva ili
vizualnih dokaza®, a je li kada je to napisao bio u pravu (barem $to se ovog slucaja tice), pokazat

¢emo u nastavku poglavlja (Steinhaus, 1983, predgovor Morrisa Klinea).

(PN Ysb

Slika 7. Steinhausov izvorni vizualni dokaz (lijevo) (Mathematical Snapshots, 1983)

i njegova rekonstrukcija (desno)

Kao $to je i profesor Daki¢ primijetio, interes za Dudeneyjev The Haberdasher's Puzzle
problem jo$ od njegova prva objavljivanja nije presusio. Uz Steinhausa, u svoje su ga matematicke
zbirke, a i brojne druge knjige za popularizaciju matematike uvrstili i obradili mnogi svjetski
matematicari. Martin Gardner u svojoj knjizi The Second Scientific American Book of
Mathematical Puzzles and Diversions, lan Stewart u The Problems of Mathematics, David Wells

u The Penguin Dictionary of Curios and Interesting Geometry i Greg N. Frederickson u Hinged
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Dissections: Swinging and Twisting samo su neki od autora koji su se u svojim knjigama dotaknuli
ovoga problema.

Uz prethodno nabrojane, a i mnoge druge svjetske matematicare, i profesor Daki¢ je u
jedno od svojih dijela, to¢nije u knjizicu Matematika u boji — Dokazi bez rijeci, uvrstio Dudeneyjev
The Haberdasher's Puzzle problem. Naime, Daki¢ svojim Citateljima na dvije stranice donosi
klju¢ne informacije o samome problemu i njegovu autoru. Uz sliku konstrukcije donosi i njezin
opisani postupak kojeg je Dudeney ponudio kao rjesenje, ali isto tako u svoju razradu problema
ukljucuje i informaciju o jos§ jednom, naocigled jednostavnijem rjesenju.

Daki¢ (2018) iznosi: ,,Da je ovaj problem jedna od perjanica zabavne matematike, svjedoci
i njegova zastupljenost na internetu kao i u interesu koji je pobudio kod dijela uglednih
matematicara znanstvenika. Tako ga je zapazio i Hugo Steinhaus uvrstivsi ga u svoj Matematicki
kaleidoskop. Steinhausovo rjesenje jednostavno je rekonstruirati.” No, je li Steinhausovo rjeSenje
zaista tako jednostavno kako je i profesor Daki¢ napisao? Je li i on, kao i mnogi prije, ostao
zadivljen jednostavnoS¢u Steinhausova postupka konstrukcije problema i povjerovao intuiciji 1
kako Kline kaze ,,zaklju¢ivanju na temelju posebnih slu¢ajeva ili vizualnih dokaza“ bez da je
provjerio i to sve matemati¢kim postupkom dokazao ili je Citatelju ostavio prostora za razmisljanje
1 polemiziranje o naizgled jednostavnom rjeSenju iza kojeg se krije neSto drugaciji ishod od
predvidenoga?

Jesu li Steinhaus i profesor Dakié¢ svojim ¢itateljima namjerno prilozili rjeSenje koje zbog
ljepote svoje jednostavnosti poziva na provjeru istinitosti ili su pak ne razradivsi dokaz
Steinhausova rjeSenja prije njegova uvrstavanja u svoje knjige vizualnih matematickih dokaza
pogrijesili, ostaje nam provjeriti. Moguée je samo nagadati jesu li obojica autora ponudila
jednostavnije, naizgled to¢no, ali pogresno rjeSenje kako bi citatelja isprovocirali i potaknuli
interes za prilozeni problem ili im se potkrala pogreska.

Prema nazivu ovoga poglavlja moze se naslutiti da je kod Steinhausova rjeSenja
presijecanja jednakostrani¢nog trokuta na cetiri dijela ¢ijim se preslagivanjem dobije kvadrat
upitno upravo preslagivanje u lik kvadrata. ,,Usporedujuci sliku Steinhausova rjeSenja (Slika 7) sa
slikom rekonstrukcije Dudeneyjeva rjesenja (Slika 5, desno), zaista se na prvi pogled moze

zakljuciti da se radi o istoj podjeli jednakostrani¢nog trokuta te da je Steinhaus to napravio na

.....
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Steinhausovo rjeSenje dano bez formalnog dokaza, postalo je poticaj da se provjeri vrijedi li slika
viSe od tisucu rijeci ili to u ovom slucaju nije tako.

Jednostavnost rjeSenja ovog sloZzenog geometrijskog problema zaintrigirala nas je da
konstrukciju izvedemo u programu dinamicke geometrije, a zatim njezinu valjanost provjerimo
formalnim dokazom (Grubi¢ i Baranovi¢, 2021).

Konstrukcija prema Steinhausovu vizualnom dokazu u programu dinamic¢ke geometrije provodila
se na sljedeci nacin:
1) Konstrukcija jednakostrani¢énog trokuta AABC prema osnovnoj konstrukeiji trokuta SSS.

2) Konstrukcijom simetrala duzina AC i BC odrede se polovista D i E redom.

3) Konstrukcijom okomica kroz tocke D i E na stranicu AB trokuta AABC odrede se nozista
okomica J i K redom.

4) Konstrukcija okomica kroz tocke D i K na duzinu JE . Nozista okomica tocke su L i M
redom.

Ako se svi opisani koraci ispravno izvedu, jednakostrani¢ni trokut AABC duZinama JE, DLi

MK bit ¢e podijeljen na Cetiri dijela, od kojih se, prema Steinhausu, preslagivanjem kao na slici

moze oblikovati kvadrat LM'M"L" (Slika 8).

- %
A J K B
Slika 8. Konstrukcija Steinhausova rjeSenja (Grubi¢ i Baranovi¢, 2021, str. 81)

Medutim, provodenjem konstrukcije na opisani na¢in u programu dinami¢ke geometrije te

mjerenjem duljina stranica nastalog Cetverokuta brzo se ustanovi da su nasuprotne stranice
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jednakih duljina, ali da susjedne nisu. Iz toga se moze zakljuciti da dano rjeSenje nije rjeSenje

Haberdasherova problema, ali svakako je potrebno provesti i formalni dokaz.

3.4. Provjera valjanosti Steinhausova rjeSenja

U vlastitome predgovoru Mathematical snapshots (1983) zbirke, Hugo Steinhaus Citatelju
ukratko objaSnjava razloge svoga pisanja i kako je doSao na ideju satkati ovo djelo. Prvo sto
napominje jest da bi predstavljaju¢i ovu knjigu ¢itatelju Zelio naglasiti kako njegova svrha pisanja
nije bila poucavati u uobicajenome smislu rije¢i niti zabavljati ¢itatelja samim sadrzajem. Ideju za
njezino pisanje dobio je u parku kada je na neznancevo pitanje o tome Sto matematicari rade po
cijele dane Stapicem po Sljunéanome putu ucrtavao razne rijeSene i nerijeSene geometrijske
probleme te mu ih pokusao pribliziti i objasniti. Kako je i sam napisao: ,,To je bilo kako sam
zamisljao ovu knjigu, u kojoj skice, dijagrami i1 fotografije pruzaju izravan jezik i omogucuju
izbjegavanje dokaza izravnim jezikom odnosno dopustaju izbjegavanje ili barem smanjivanje
dokaza na minimum.“ (Steinhaus, 1983).

Steinhaus je imao jako dobru namjeru u priblizavanju Dudeneyjeva problema presijecanja
Jjednakostranicnog trokuta na Cetiri dijela cijim se preslaganjem dobije kvadrat svakom
nestruénom matematickom ¢itatelju. On je na Sto jednostavniji nacin iz samog vizualnog dokaza
htio pokazati svu ljepotu svog jednostavnog rjeSenja ovog slozenog problema ni ne slute¢i da ono
mozda i nije ispravno. Naime, pogledamo li konstrukciju Dudeneyjeva rjesenja (Slika 6) i sam
postupak njegova konstruiranja te ga usporedimo sa Steinhausovim jednostavnim vizualnim
dokazom (Slika 7), na prvi pogled moglo bi se zakljuciti da se radi o istoj podjeli jednakostrani¢nog
trokuta, odnosno da su presjeceni dijelovi tog trokuta i u Dudeneyja i u Steinhausa u potpunosti
Steinhausova rjesenja odrazava se upravo u jednostavnosti, ali ta jednostavnost ipak gubi bitku s
formalnim matematickim dokazom o ¢emu se razmatra u nastavku.

Radi jednostavnosti i bez smanjenja opcenitosti, ali i radi usporedbe s prethodnom
provjerom Dudeneyjeva rjesenja, uzima se da je stranica jednakostrani¢nog trokuta AABC duljine
a=4cm. Dakle, potrebno je provijeriti jesu li sve stranice dobivenog &etverokuta jednakih duljina
I jesu li svi unutrasnji kutovi pravi.

U skladu s opisanom konstrukcijom utvrduje se da su kutovi ¢etverokuta LM'M"L" pravi

jer vrijedi sljedece:
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1) kut pri vrhu L je pravi prema konstrukciji

2) kut pri vrhu L' je pravi jer je nastao rotacijom kuta pri vrhu L

3) kut pri vrhu M' je pravi jer je nastao rotacijom kuta pri vrhu M, koji je pravi prema
konstrukciji i

4) kut pri vrhu M" je pravi jer je nastao translacijom kuta pri vrhu M.

Iz svega navedenog moze se zakljuCiti da je Cetverokut LM'M"L' pravokutnik i njegove

nasuprotne stranice jednakih su duljina, to jest: [LM |=|L'M "| i |LL|=|M 'M "
Jos§ treba provjeriti je li ovaj pravokutnik zaista kvadrat tako $to ¢e se provijeriti jesu li

susjedne stranice pravokutnika jednakih duljina, odnosno vrijedi li: |LL'|=|LM /.

Prema konstrukciji, to¢ke D i E polovista su stranica AC i BC, redom, iz Cega slijedi da je

duzina DE srednjica trokuta AABC pa je paralelna sa stranicom E a duljina joj je jednaka

polovini duljine te stranice: |DE|= %|AB| . Kako su duzine DJ i EK povuéene iz polovista D i E

okomito na istu stranicu AB one su medusobno paralelne i jednakih duljina pa vrijedi: |DJ| = |EK]|

i |JK|=|DE| :%|AB| =2cm, to jest etverokut DIJKE je pravokutnik jer su nasuprotne stranice

jednakih duljina, a kutovi pravi .

To znaci da su $iljasti kutovi pravokutnih trokuta AAJD i ABEK veli¢ine 60° i 30°.

Nadalje, ti trokuti mogu se promatrati kao polovice jednakostrani¢nog trokuta pa su njihove

stranice duljine |AD|=|BE| = %|AB| — 2cm pri ¢emu su duzine DJ i EK visine tih trokuta pa su

njihove duljine: |DJ|=|EK|= \/§Cm . U tom slucaju vrijedi |DJ|#|JK|, $to znaci da pravokutnik
DJKE nije kvadrat.

Duzina JE kao dijagonala pravokutnika DJKE dijeli taj Cetverokut na dva sukladna
pravokutna trokuta ADJE i AKEJ po poucku SSS. Kako su duzine DL i KM visine sukladnih
trokuta na zajednicku stranicu JE one su medusobno sukladne, odnosno vrijedi |DL|=|KM].
Nadalje, kako se dijagonale pravokutnika ne sijeku pod pravim kutom moze se zakljuciti da su

duzine DL i KM zajedno manije od polovice dijagonale DK , odnosno vrijedi:
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|LL'|=2:|DL|=|DL|+|KM|<|DK|=|JE|, to jest

ILL|<|JE|. (D)
S druge strane, kako se trokuti ADJL i AKEM podudaraju u dva para stranica i kutu nasuprot
vecoj stranici (|DL|=|KM|, |DJ|=|EK]| i |£DLJ|=90°=|£KME|) oni su sukladni po poucku
SSK”. Iz sukladnosti trokuta ADJL i AKEM slijedi: [JL|=|ME|=|EM | pa za drugu stranicu
Cetverokuta LM'M"L' vrijedi:

ILM |=|LM|+|ME|+|EM '|=|LM|+|ME|+|JL|=|JE][, to jest
ILM |=|JE|. (2)
Na temelju nejednakosti (1) i jednakosti (2) zakljucuje se da susjedne stranice ¢etverokuta

LM'M"L" nisu jednakih duljina, odnosno ¢etverokut LM'M"L' nije kvadrat.

Dakle, ako to¢ke J i K stranicu AB trokuta AABC dijele uomjeru1:2: 1, onda se prema
opisanom dijeljenju trokuta na Ccetiri dijela te preslagivanjem nastalih dijelova, prema
Steinhausovu rjesenju, ne dobiva kvadrat ve¢ pravokutnik. Konac¢no, moze se zakljuéiti da
Steinhausovo rjeSenje nije korektno rjesenje Haberdasherova problema (Grubi¢ i Baranovié,
2021).

3.5. Odredivanje omjera podjele stranice trokuta
U prethodnom dijelu pokazano je da Steinhausovo naizgled vrlo jednostavno rjeSenje,
prema kojemu se osnovica jednakostrani¢nog trokuta dijeli u omjeru 1 : 2 : 1, nije korektno rjesenje

Dudeneyjeva Haberdasherova problema. To je dodatno motiv da se ispita u kojem omjeru tocke

J i K dijele stranicu AB trokuta AABC kako bi se reorganizacijom dijelova jednakostrani¢nog
trokuta dobio kvadrat (Slika 6).
Daljnje istraZzivanje provodi se koordinatnom metodom, smjeStanjem jednakostrani¢nog

trokuta AABC u pravokutni koordinatni sustav tako da je vrh A u ishodistu, vrh B na osi x, a vrh

C u prvom kvadrantu (Slika 9). Dalje se koristi da je stranica tog trokuta duljine 4Cm. Prema

postavljenom, koordinate vrhova trokuta AABC redom su: A(0,0), B(4,0) i C(2,2\/§).

Prema konstrukciji to¢aka D i E kao polovista stranica AC i BC redom, odreduju se

njihove koordinate: D(l,\/§) i E(3,«/§).
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Slika 9. Trokut u koordinatnom sustavu (Grubi¢ i Baranovi¢, 2021, str. 84)

Prema konstrukciji to¢aka J i K na stranici AB, uocava se da ¢e se tocka J nalaziti na prvoj

polovici duzine AB od vrha A, a tocka K na drugoj polovici duzine prema tocki B. Ako se

udaljenost to¢ke J od vrha A oznacis t, t [0, 2], onda su koordinate tocke J: J (t,0), a koordinate
tocke K'su K (t+2,0), jer je |JK|=2.

Kako bi se odredile duljine duzina DL i KM potrebno je odrediti jednadZbu pravca JE, a

zatim udaljenost tocaka D i K od tog pravca. Koordinate tocaka J i E su poznate, J(t,0) i
E (3, \/§) pa se za jednadzbu pravca JE dobiva:

JE..Bx+(t-3)y—/3t=0. (3)
Koordinate to¢aka D i K su poznate, D(l,\/§) I K(t+2,0), pa se prema formuli za udaljenost

tocke od pravca dobiva:

d(D,JE)=\/§.1+(t:3).\/§_\/§t‘= 243 (4)
SN <z B-3)

VB-(t+2)+(t-3)-0-3 23

d(K,JE)= _

- (9
\/(\/§)Z+(t—3)2 V3+(t-3)° 5

N
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Iz jednakosti (4) i (5) moze se zakljuciti da su udaljenosti jednake, d (D, JE)=d (K, JE),
za bilo koju vrijednost t, t [0, 2], 0dnosno |DL| =|KM|.

Dalje se odreduju duljine susjednih stranica pravokutnika LM'M"L" kako bi se ispitalo za

koju vrijednost parametra t pravokutnik postaje kvadrat, odnosno u kojem omjeru tocke J i K dijele
stranicu AB.

Prema konstrukciji za stranicu LL' vrijedi:
23 48
J3+(t=37  3+(t-3)

Nadalje, detverokut DJKE (Slika 9) paralelogram je jer sumu stranice DE i JK paralelne

|LL|=2-|DL|=2 (6)

i jednakih duljina. Prema svojstvu paralelograma i druge dvije stranice DJ i KE jednakih su

duljina. Kako dijagonala JE dijeli paralelogram DJKE na dva sukladna trokuta ADJE i AKEJ,

aduzine DL i KM visine su tih sukladnih trokuta na zajedni¢ku stranicu JE , moze se zakljuciti
da suiduzine DL i KM jednakih duljina. Iz svega navedenog zakljucuje se da su trokuti ADJL
i AKEM sukladni po poucku SSK” jer se podudaraju u dvije stranice i kutu nasuprot dulje stranice.

Iz sukladnosti trokuta ADJL i AKEM slijedi sukladnost stranica JL i ME to jest

|JIM | =|LE|. Kona¢no, za drugu stranicu pravokutnika LM'M"L" vrijedi:

|LM '|=|LE|+|EM '|=|JM|+|ME|=|JE|=1[3+(t—3)2 . (7
Na temelju (6) i (7) slijedi da se dani jednakostrani¢ni trokut uz opisanu podjelu moze

preoblikovati u pravokutnik i to za bilo koju vrijednost parametra t, t [0, 2].

Postavi li se vrijednost udaljenosti t na t =1, onda je rije¢ o Steinhausovu rjesenju te je
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jos uvijek rije¢ o pravokutniku. Kako bi se odredila vrijednost parametra t za koju pravokutnik

ILL|= ~2,619,a “-M " =7~ 2,646 , §to je zapravo dobra aproksimacija kvadrata, ali je
LM'M"L" postaje kvadrat, potrebno je uociti sljedece: ako je stranica jednakostrani¢nog trokuta
AABC duljine a=4, onda je njegova povrsina jednaka P,,.. = 4~/3cm? §to je jednako i povrsini

pravokutnika LM'M"L', to jest = 4+/3cm? jer su oba lika sastavljena od jednakih dijelova.

I:)LM'M"L'

Ako je pravokutnik kvadrat, njegova je stranica duljine b = 24/3 . S druge strane, stranica kvadrata

22



jednaka je |LL|=2-|DL|= & iz Cega se izjednaGavanjem A = 24/3 dobiva
3+(t-3)° 3+(t-3)°

kvadratna jednadzba: t° —6t+12—4\/§ =0. RjeSavanjem kvadratne jednadzbe po parametru t
dobiva se: t=3i\/4\/§—3 . Odnosno, za t~1.018 pravokutnik LM'M"L' postaje kvadrat
(Grubi¢ i Baranovi¢, 2021).

Prema jedinom to¢nom, Dudeneyjevom, rjeSenju, to¢ke J i K stranicu AB trokuta AABC
dijele u omjeru 1.018 : 2 : 0.982 iz ¢ega je jasno zasto je Steinhausovo rjeSenje vizualno uvjerljivo
jer je promatrani omjer njegova rjeSenja 1 : 2 : 1 $to je zaista priblizno omjeru Dudeneyjeva
rjeSenja. Ali, primjerice, uzmemo li stranicu trokuta duljine a= 4m, odstupanje bi bilo uo¢ljivije

1 pogresnost Steinhausova rjesenja jasnija.
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4. Primjena Haberdasherova problema u nastavi

Geometrija je sastavni dio matematic¢kih sadrzaja svih razina obrazovanja, od primarnog
do sekundarnog obrazovanja, ali i visokoskolskog, ovisno o vrsti studija. Stoga bi se opisani
geometrijski problem preslagivanja dijelova jednakostrani¢nog trokuta u kvadrat mogao Koristiti
u nastavi matematike na svim razinama obrazovanja, ali prilagodeno uzrastu, predznanju ucenika

ili studenata i, sto je najvaznije, s odredenom svrhom i s odredenim ciljem.

4.1. Slagalica Haberdasherova problema

Za ucenike niZzih razreda osnovne $kole moze se pripremiti slagalica Haberdasherova
problema s ciljem uvodenja ucenika u svijet geometrijske disekcije. Slagalica se vrlo jednostavno
moze izraditi od razli¢ito obojenih ¢vrstih kartonskih papira (Slika 10). Predlozak za izradu
Haberdasherove slagalice dan je u prilogu (Prilog 1), a slika je konstruirana prema Dudeneyjevom
rjeSenju, pri ¢emu je stranica polaznog jednakostrani¢nog trokuta duljine 16. Korisno je koristiti
istu slagalicu s razli¢itim uzrastima kako bi se isti problem mogao razmatrati kroz razli¢ite aspekte:

od samog slaganja, preko konstrukcije i mjerenja do dokaza.

Slika 10. Predlozak za slagalicu i model

Koristenjem svih dijelova slagalice mogu se oblikovati razne figure. Ako se postavi uvjet
da se dijelovi slagalice ne smiju preokretati ve¢ slagati u figuru duz sukladnih stranica, bez
preklapanja i bez praznina, broj mogucih figura se znatno smanjuje (Slika 11A). Ako se pri tome
postavi uvjet da figure budu konveksne, onda je moguce oblikovati samo tri razliCite figure:

jednakostrani¢ni trokut, kvadrat i trapez (Slika 11B).
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Slika 11. Konveksne (B) i nekonveksne (A) figure

Stoga slaganje s ucenicima nizih razreda moze zapoceti slobodno, a zatim slaganjem
trokuta (jednakostrani¢nog) i kvadrata te u visim razredima i slaganjem trapeza, kako bi se
osvijestilo da likovi mogu biti razli¢itih oblika i jednakih povrsina. S obzirom na to da je model
slagalice napravljen prema Dudeneyjevom rjesenju, oblikovani ¢etverokuti zaista su kvadrat i
pravokutni trapez.

U pocetku ucenici obi¢no slazu metodom pokusaja i pogresaka $to je sasvim prirodan i
legitiman proces, ali na taj nacin potrebno je prilino vremena dok se ne dode do trazene figure
trokuta ili ¢etverokuta, a moguce je da se figura i ne dovrsi. Zato je potrebno, nakon nekog vremena
samostalnog slaganja, postupno usmjeravati u¢enike na razvijanje strateskog slaganja. Tako se na
primjer na dijelovima slagalice mogu uo€iti pravi kutovi koji se mogu iskoristiti za slaganje
kvadrata s obzirom na to da su svi njegovi kutovi pravi. Iz oblika kvadrata, pomicanjem samo
dijela u obliku trokuta brzo se moze oblikovati pravokutni trapez. Zatim se za dobivanje trokuta
moze osvijestiti da su njegovi kutovi manji od 90°, Sto znaci da se pravi kutovi trebaju sloziti

unutar trokuta tako da tvore puni kut, odnosno po dva ispruzena kuta.
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Nakon slaganja svakog lika prilika je da ucenici opiSu svoj nacin slaganja, pri ¢emu
razmjenjuju svoje strategije slaganja, a istodobno razvijaju i svoj matematic¢ki nac¢in izraZavanja
uz usmjeravanje nastavnika.

Za oblikovane likove mogu se odredivati opsezi, ovisno o predznanju uc¢enika. Budu¢i da
je stranica polaznog trokuta poznata, jednostavno se odreduje i njegov opseg: O=3-16=48, no
za opseg kvadrata i trapeza potrebno je odrediti duljine njihovih stranica. U nizim razredima
duljine stranica mogu se dobiti mjerenjem, Sto je prikladno provesti kad se obraduje tema mjerenja
u geometriji. Nakon §to se obradi Pitagorin pou¢ak u osmom razredu OS, duljine stranica mogu se
odrediti izraCunavanjem primjenom Pitagorina poucka i primjenom metode povrsine.

Nakon usporedivanja opsega oblikovanih likova moze se izvesti zakljucak kako likovi
razli¢itih oblika imaju jednaku povrsinu jer su oblikovani od jednakih dijelova, ali razlicite opsege,
pri ¢emu je trokut najveceg, a kvadrat najmanjeg opsega.

Osim slagalice izradene od kartona moze se oblikovati drveni model po uzoru na opisane
zglobne disekcije (vidjeti stranicu 9) ili ju barem ponuditi kroz vizualni prikaz (Slika 12) te u

skladu s modelom postaviti zahtjev slaganja.

Slika 12. Zglobni model disekcije

Tako se na primjer moze ponuditi zglobna disekcija kao na slici 12 te zahtjev slaganja
konveksnih likova. Ako postoji fizicki model zglobne disekcije, onda je problem slaganja uvelike
olaksan jer postoji daleko manje mogucénosti slaganja jednog dijela uz drugi s obzirom na to da
Cetiri dijela tvore lanac, ¢iji se dijelovi mogu rotirati u smjeru ili u suprotnom smjeru kretanja
kazaljki sata. Rotiranjem dijelova zglobne slagalice u jednom ili drugom smjeru moze se
oblikovati jednakostrani¢ni trokut, kvadrat i pravokutni trapez (Slika 13). Ukoliko se aktivnost
provodi s uéenicima u nizim razredima OS, kojima lik trapeza jo$ nije poznat jer se obraduje tek

u Sestom razredu, slozeni lik moze biti najava za obradu koja ¢e se raditi u vi$im razredima.
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Slika 13. Konveksni likovi iz zglobnog modela

AKo je problem ponuden kroz vizualni prikaz, onda dobivanje rjeSenja zahtijeva prostorno
rotiranje i slaganje u mislima sto je jedna od najzahtjevnijih vizualno-prostornih sposobnosti koje
se mogu razvijati rjeSavanjem upravo problema ovoga tipa (Bruce i Hawes, 2014). Kroz ove
aktivnosti svakako bi bilo korisno dobivena rjesenja prikazati crtezom ¢ime se dodatno razvija

motorika ruku, ali i vizualno-prostorne sposobnosti.

4.2. Konstrukcija Haberdasherova problema

U viSim razredima osnovne S$kole, nakon $to ucenici savladaju osnovne konstrukcije,
Haberdasherov problem moze se koristiti za vjezbu kao primjer jedne slozene konstrukcije. Pri
izvodenju same konstrukcije korisno je da ucenici proces konstruiranja opisuju verbalno, a zatim
pisano 1 simboli¢ki u svrhu razvijanja matematickog rje¢nika. S obzirom na to da postoji opisana
konstrukcija Dudeneyjeva rjeSenja, za konstruktivni se zadatak moze iskoristiti Steinhausovo

rjeSenje, pri cemu tekst zadatka moze varirati.

Primjer: Konstruirati trokut AABC i cetverokut TLRS sa slike 14 ako je poznato: trokut
AABC je jednakostranican stranice duljine 8 cm, tocke D i E polovista su stranica AC i BC,
tocke J i K odabrane su tako da dijele stranicu AB u omjeru 1 : 2 : 1, a cetverokut je oblikovan

od dijelova trokuta nastalih povlacenjem okomica iz polovista D i E na duZinu JE.

SloZenu konstrukciju moguce je provoditi na viSe razli¢itth na¢ina pri ¢emu je vazno
odrediti klju¢ne korake te osnovne i elementarne konstrukcije od kojih se ona sastoji. Na primjer,

konstrukcija moze zapoceti od jednakostrani¢nog trokuta prema konstrukciji SSS, polovista D i

E konstruiraju se simetralama stranica AC i BC redom, a tocke J i K konstruiraju se dijeljenjem
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duzine AB na &etiri jednaka dijela. Konstruiranjem okomica iz D i E na duZinu (pravac) JE

dobivaju se nozista L i M ¢ime je polazni trokut podijeljen na Cetiri dijela (Slika 14).

Slika 14. Konstrukcija Steinhausova rjeSenja

Kako cetverokut CGTD nastaje rotacijom cetverokuta AJLD oko tocke D za 180° a
cetverokut CERH rotacijom cetverokuta BEMK oko tocke E za 180°, konstrukcija Cetverokuta
TLRS moZe se provesti na sljede¢i nacin: (1) duzina TD nastaje prenoSenjem duzine DL na
polupravac LD od tocke D, a duzina ER prenosenjem duzine ME na polupravac ME od tocke E;
(2) kroz toc¢ku T konstruira se okomicat na polupravac LD, a kroz tocku R okomica r na polupravac
ME; (3) presjek okomica t i r daje toc¢ku S pa se istaknu duzine TS i RS cetverokuta TLRS; (4)
kona¢no konstrukcijom paralele p kroz totku C sa stranicom AB u presjeku sa stranicama
Getverokuta TS i RS dobivaju se toc¢ke G i H, redom. Time je konstruiran ¢etverokut TLRS sa
svim dijelovima.

Nakon §to se provede i opiSe konstrukcija, moZe se povesti i rasprava o vrsti dobivenog
cetverokuta. Prema koracima konstrukcije lako se moZe zakljuciti da se radi o pravokutniku, a
provjera je li dobiveni pravokutnik zapravo kvadrat, kako vizualni prikaz daje naslutiti, moze se

provjeriti geometrijskim usporedivanjem njegovih stranica (Slika 15).

L T P
Slika 15. Geometrijsko usporedivanje stranica ¢etverokuta
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Preno$enjem duZina (stranica) LT i LR na paralelne polupravce od tocaka koje se nalaze
na okomitom pravcu moze se izvesti zakljucak da susjedne stranice ipak nisu jednakih duljina,
iako je razlika vrlo mala, §to znaci da konstruirani pravokutnik nije kvadrat. Pove¢avanjem duljine
strance polaznog trokuta razlika bi bila uocljivija iako bi vizualno pravokutnik i dalje izgledao kao

kvadrat jer se radi o vrlo bliskoj aproksimaciji (vidjeti stranicu 25).

4.3. Razvoj argumentacije i dokaza uz Haberdasherov problem

Poznavanjem teorema o sukladnosti trokuta, Pitagorina poucka te osnovnih svojstava
cetverokuta osigurava dovoljno predznanja za provodenje argumentirane rasprave i formalnog
dokaza. Time se mogu baviti ve¢ ucenici pred kraj osnovne Skole te ucenici srednjih skola ovisno
0 usmjerenju. Ljepota ovog problema je u tome §to se moze rjeSavati i argumentirati na razlicite
nacine koriStenjem razli¢itth matemati¢kih sadrzaja i na taj nacin stvarati funkcionalnu mrezu
znanja. Kada se s u¢enicima raspravlja o razli¢itim pristupima u svrhu traZzenja optimalnog rjeSenja
razvijaju se razliCite strategije rjeSavanja problema te se postize dublje razumijevanje i
funkcionalno povezivanje nauc¢enog. Proucavanjem grani¢nih slu¢ajeva, kao $to je u ovom slucaju
kvadrat poseban slucaj pravokutnika, ucenici se na prirodan nacin uvode u proces logickog
zaklju€ivanja 1 samim time lakSe shvacaju potrebu za dokazom (Grubi¢ 1 Baranovi¢, 2021).
Konac¢no, nakon niza slaganja, konstruiranja, istraZivanja i argumentiranja prirodno je kao krunu
svega provesti i formalni dokaz koristenjem poznatih definicija, aksioma i dokazanih tvrdnji.
Zadatak istrazivanja i formalnog dokazivanja moze se postavljati na razliCite nacine, bilo da

ukljucuje oblikovanje kvadrata (Dudeneyjevo rjeSenje) ili pravokutnika (Steinhausovo rjeSenje).

Slika 16. Provjera Steinhausova rjesenja

29



Primjer: Zadan je jednakostranicni trokut AABC, stranice duljine a=8cm (Slika 16).
Tocke D i E polovista su stranica AC i BC. Tocke J i K noZista su okomica iz tocaka D i E na

stranicu AB redom, a toc¢ke L i M noZista okomica iz tocaka D i K na duzinu JE redom. Tako je

trokut AABC duzinama JE, DL i MK podijeljen na Cetiri dijela, a preslagivanjem tih dijelova

nastao je cetverokut LRST. Je li tako nastali cetverokut LRST kvadrat? Svoj odgovor obrazloZite.

U tekstu ovog zadatka nije naznaceno da se dokaze da je Cetverokut LRST kvadrat, ve¢ se
postavlja problem ispitivanja uz obrazlozenje Sto se moze provesti formalnim dokazom, ali i
slobodnijom argumentacijom. Svakako prvo treba osvijestiti da za provjeru je li nastali ¢etverokut
LRST kvadrat treba provijeriti da su svi kutovi Cetverokuta pravi i da su sve stranice jednakih
duljina. Tek nakon toga moze zapoceti istrazivanje i argumentacija.

lako problem spada u kognitivno zahtjevne zadatke, za njegovo rjeSavanje dovoljna su
znanja koja se stjeCu u viSim razredima osnovne Skole: svojstva rotacije, sukladnost trokuta,
svojstva pravokutnika i Pitagorin poucak.

Prvi dio: odredivanje veli¢ine kutova Cetverokuta LRST.

S obzirom na to da je ¢etverokut LRST nastao preslagivanjem dijelova trokuta AABC
(Slika 16) moze se zakljuciti da vrijedi: XDTG=xDLJ=90°, <HRE =<KME =90°,
AGSH = XJMK =90° i XELD =90°.

Budu¢i da su svi kutovi Cetverokuta pravi, moze se zakljuditi da je Cetverokut LRST
pravokutnik iz Cega slijedi da su nasuprotne stranice Cetverokuta jednakih duljina, to jest
ILT|=|RS| i |LR|=]TS|.

Drugi dio: odredivanje duljina susjednih stranica.

Buduéi da su nasuprotne stranice jednakih duljina, potrebno je jo§ provjeriti jesu li i
susjedne stranice jednakih duljina to jest vrijedi li |LT|=|LR|.

Iz teksta zadatka proizlazi podatak o duljini stranice jednakostrani¢nog trokuta AABC,

a=|AB|=|AC|=|BC|=8cm. Kako su totke D i E polovista stranica |AC| i |BC| redom, vrijedi

sljedece: |AD|=|DC|=|BE|=|EC|=4cm i |DE|= %|AB| =4cm,
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a\/§ 8\/§

Prema formuli za visinu jednakostrani¢nog trokuta vrijedi: v = T, T 4/3cm, iz

Gega slijedi da je duljina okomica iz tofaka D i E na osnovicu AB jednaka:
|DJ|=|EK|:%:2\/§cm.

Cetverokut JKED je pravokutnik pa vrijedi: |JK|=|DE|=4cm.

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut AJKE dobiva se duljina dijagonale
pravokutnika JKED: |JE[ = 47 +(2«/§)2 =16+12=28 paje |JE|= 27 cm.

Primjenom metode povrSine na pravokutni trokut AJKE dobiva se duljina okomice

spustene iz tocke K na dijagonalu JE pravokutnika JKED:
|JE|-|MK| |JK|-|KE]|

2 2
27 MK |=4-243
MK = 4J_

Budu¢i da su trokuti ADJL i AMKE sukladni po pou¢ku KSK (sukladni odgovarajuci

\/_

kutovi uz sukladne stranice DJ i KE ) vrijedi: |DL|=|MK|= cm kao i |JL|=|ME|=|ER].

Nadalje, prema konstrukciji dobivenoj preslagivanjem dijelova trokuta, vrijedi da je

821
7

IDL|=|DT| paje [LT|=2-|DL|= cm, §to je duljina stranice LT pravokutnika LRST.

Konacno, za susjednu stranicu LR pravokutnika LRST vrijedi:

|LR| =|LE|+|ER|=|IM | +|ME| =|JE| = 2/7 cm.

znaci da pravokutnik LRST nije kvadrat.

Iz opisanog procesa odredivanja duljina susjednih stranica moZze se uociti vaznost i vjestina
povezivanja razliCitih sadrzaja u funkcionalnu mrezu znanja kako bi se doslo do rjeSenja
postavljenog problema. Na sli¢an nacin opisani Haberdasherov problem moze se koristiti u radu
sa srednjoskolskim ucenicima, ali i sa studentima, ovisno o vrsti usmjerenja te postavljenom cilju

primjene koriStenog problema.
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4.4. Haberdasherov problem na natjecanjima

Predstavljeni i njima sli¢ni zadatci mogu se koristiti na razlicite nacine i u razli¢ite svrhe.
Na primjer, pored uvjezbavanja i primjene razli¢itih sadrzaja zadatci se mogu koristiti i u pripremi
uCenika za razne vrste natjecanja, a mogu biti i sastavni dio natjecanja, kako unutar same
matematike, tako i u drugim podru¢jima.

Tako se ovaj problem moze iskoristiti i u nastavi informatike posebno pri razvoju
racunalnog nacina razmisljanja te razvoju sposobnosti generalizacije kao posebnog oblika
apstrakcije. Pri stvaranju generalizacije neke cjeline posebno je vazno identificiranje dijelova te
cjeline te njihovo povezivanje u svrhu stvaranja te cjeline. Kako bi se dijelovi cjeline medusobno
povezivali potrebno je uoditi njihove medusobne odnose jer bez uspostavljanja zajednickih odnosa
svih odgovarajucih dijelova nije ni moguce formirati trazenu cjelinu.

U razvoju racunalnog nacina razmisljanja koje pojedinca priprema za mnoga podrucja
djelovanja, kako osobna tako i poslovna, medu metodama rjeSavanja problema javljaju se
apstrakcija 1 generalizacija. Uz prepoznavanje, analizu i primjenu moguéih rjeSenja s ciljem
postizanja ucinkovitog rezultata, vodeé¢i ra¢una o dostupnim resursima, informacije se najprije
prikazuju kroz apstrakcije, a zatim se primjenom generalizacije provedeni proces rjeSavanja
problema primjenjuje na ¢itav niz sliénih problema. Sli¢no tome, generalizacija se primjenjuje pri
rjesavanju raznih vrsta geometrijskih disekcija medu koje spada i ovaj izdvojeni specifi¢ni slucaj
geometrijske disekcije jednakostrani¢nog trokuta na najmanji broj dijelova, Kkoji se bez
preokretanja mogu presloZiti u kvadrat.

Nadalje, ovaj problem moze se upotrijebiti 1 kao problemski zadatak na raznim
natjecanjima iz informatike. Jedno je od takvih natjecanja koje se provodi medu razli¢itim
uzrastima i medunarodno natjecanje Dabar u koje je Republika Hrvatska ukljucena od 2016.
godine. Dabar je natjecanje koje promice informatiku i racunalno razmisljanje medu uciteljima i
ucenicima, ali i u $iroj javnosti. ,,Dabar je osmisljen kako bi se svoj djeci omogucilo jednostavno
sudjelovanje kroz online natjecanje, koje se sastoji od niza izazovnih zadataka osmisljenih od
strane stru¢njaka iz pedesetak zemalja, a od 2016. u izradi zadataka sudjeluju i hrvatske uciteljice
i ucitelji. Organizator natjecanja za Hrvatsku udruga je Suradnici u ucenju uz podrsku Hrvatskog
saveza informaticara, Visokog ucilista Algebra | CARNET-a, a pod pokroviteljstvom Ministarstva

znanosti i obrazovanja.“ (Suradnici u uéenju, https://ucitelji.hr)
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Tako je tijekom provodenja istrazivanja za izradu ovog diplomskog rada dan prijedlog
zadatka za medunarodnu bazu Dabar zadataka (Prilog 2). Naime, pri sudjelovanju u izradi
DabroStudent i DabroUcitelj 2021 natjecanja kao dio suradnje Nastavne baze Filozofskog
fakulteta u Splitu i udruge Suradnici u ucenju pripremali su se zadatci za natjecanje koje Ce se
provoditi 2022. godine. U prijedlogu zadatka iskoristen je Dudeneyjev Haberdasherov problem
kao poveznica matematickog i raCunalnog razmisljanja u testiranju sposobnosti vizualizacije,
apstrakcije i na kraju generalizacije danog problema. Zadatak je predstavljen na medunarodnoj
radionici Dabar organiziranoj u Strumici u Sjevernoj Makedoniji od 16. do 20. svibnja 2022.
godine na kojoj su se okupile zemlje ¢lanice natjecanja Dabar iz cijeloga svijeta. Glavni je cilj bio
okupiti struénjake iz razli¢itih zemalja radi rasprave i razvoja zadataka koji ¢e se koristiti za izazov
tijekom 2022. godine u sve 74 zemlje ¢lanice. Zadatak prilozen kao prilog 2 takoder je prosao
analizu sudionika te je vracen na doradu s komentarima i misljenjima spomenutih. Neki od
komentara i prijedloga bili su:

1. Ideja je zanimljiva, iako je mozda malo teze shvatiti kako funkcionira.

2. Iz dane slike tesko je zamisliti kako funkcionira preklapanje i koje e se figure dobiti,
pogotovo ako do sada niste bili upoznati s takvim slagalicamakonstrukcijama. Predlazem da se
postavi primjer s dva dijela kako bi se pokazalo kako funkcionira.

3. Trebalo je neko vrijeme da shvatim kako se komadi savijaju i koliko. MozZda spomenuti
da ih je potrebno rotirati dok svaki komad ne dodirne sljedeci na cijelom rubu, bilo u smjeru desno
ili lijevo.

Prema danim komentarima vidljivo je da se radi o kognitivno zahtjevnom zadatku, ali
potencijalno dobrom zadatku za mjerenje vizualno-prostornih sposobnosti. Nakon dorade, zadatak

je upucen u daljnju proceduru u kojoj se moze uvrstiti na jedno od narednih natjecanja.
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5. Istrazivanje temeljeno na Haberdasherovu problemu

U teorijskom dijelu rada prikazano je da Haberdasherov problem spada u grupu kognitivno
zahtjevnih zadataka. Takoder, dano je nekoliko razlicitih prijedloga kako bi se opisani problem
mogao koristiti na svim razinama obrazovanja uz prilagodavanje predznanjima ucenika te s
odredenom svrhom provodenja. S obzirom na to da opisani problem okupira pozornost stru¢njaka
raznih podrucja viSe od 100 godina, planirano je istrazivanje koje se temelji upravo na opisanome

problemu sa studentima razli¢itih studijskih programa.

5.1. Cilj istrazivanja

Cilj planiranog istrazivanja bio je ispitati kako se studenti razli¢itih studijskih programa
snalaze u rjeSavanju Haberdasherova problema danas, s dana$njim znanjima i u dana$njem
sustavu obrazovanja, odnosno je li taj problem jo§ uvijek kognitivno zahtjevan. Nadalje, cilj je bio
ispitati moze li se Haberdasherov problem koristiti kao instrument za testiranje odredenih znanja
1 vjestina.

Kako bi se ispitali razliciti aspekti Haberdasherova problema kao instrumenta, oblikovane

su razli¢ite varijante zadataka s planom da se provedu s razli¢itim grupama sudionika istraZivanja.

5.2. Sudionici istraZivanja

U istraZivanju je sudjelovalo 185 studenata razlicitih studijskih programa i razli¢itih godina
studiranja, od ¢ega je 41 student s Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Splitu, a 144 studenta
s Filozofskog fakulteta u Splitu. Svi sudionici dobrovoljno su sudjelovali u istrazivanju. Osobne
informacije o sudionicima nisu traZzene ve¢ je svakom studentu pridruzen jedinstveni kod kako bi
se zadovoljili eticki aspekti anonimnosti edukacijskog istrazivanja (Cohen, Manion & Morrison,
2007, str. 61).

Prvu grupu sudionika istrazivanja (Grupa 1) <¢inili su studenti Prirodoslovno-
matematickog fakulteta u Splitu s Odsjeka za Matematiku studijskih programa: Matematika —
smjer matematicki, Matematika — smjer racunarski, Matematika i Informatika te Matematika i
Fizika. Drugu grupu sudionika istrazivanja (Grupa 2) ¢inili su studenti Filozofskog fakulteta u
Splitu s Odsjeka za Uciteljski studij (krace Uciteljski studij) svih studijskih godina. Tre¢u grupu

sudionika istrazivanja (Grupa 3) ¢inili su studenti Filozofskog fakulteta u Splitu s razli¢itih
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kombiniranih dvopredmetnih diplomskih studija: Povijest, Povijest umjetnosti, Filozofija,

Pedagogija, Engleski jezik, Hrvatski jezik i Talijanski jezik (krace Dvopredmetni studij).

5.3. Instrument istraZivanja

Za prvu grupu sudionika pripremljene su dvije varijante zadatka u kojima je trebalo ispitati,
postaviti i dokazati tvrdnju Haberdasherova problema. U prvoj varijanti zadatka (Zadatak 1)
postavljen je dodatni zahtjev da se opise postupak konstruiranja (Prilog 3). Svrha ovog zadatka
bila je ispitati proces dokazivanja kroz Cetiri faze te proces razlaganja slozenog konstruktivnog
zadatka na osnovne i elementarne konstrukcije. U drugoj varijanti zadatka (Zadatak 2) u kojem je
na pocetku dodan motivacijski uvod u problem, iskljucen je konstruktivni postupak, a umjesto
trazenja strogog matematickog dokaza, zadana je konkretna duljina stranice trokuta te se trazilo
ispitivanje i postavljanje tvrdnje Haberdasherova problema uz obrazloZenja (Prilog 4). Na taj je
naéin zadatak pojednostavljen jer se umjesto ispitivanja istinitosti Haberdasherova problema
formalnim dokazom zaklju¢ak mogao izvesti i temeljem izra¢unavanja odredenih elemenata, zbog
poznavanja duljine stranice trokuta. Pri tome je svrha zadatka i dalje ispitivanje procesa
argumentiranja, ali ne kroz strogi matematicki dokaz ve¢ kroz jednostavniju (neformalnu)
argumentaciju.

Obje varijante zadatka analogne su zadatku opisanome na stranicama 27 i 30 iz ¢ijeg je
opisa vidljivo da je za rjeSavanje postavljenih zadataka potrebno poznavanje: osnovnih svojstava
trokuta i Cetverokuta, teorema o sukladnosti trokuta i Pitagorina poucka te procesa dokazivanja.
Sva potrebna znanja stje€u se kroz matematicko obrazovanje do kraja osnovne Skole, dok se
formalni dokaz usvaja samo dijelom u srednjoj Skoli. Stoga su za rjeSavanje ovih zadataka odabrani
studenti matematickog fakulteta koji se viSe bave procesom dokazivanja 1 logickom
argumentacijom, kako bismo bili sigurni da imaju dovoljno potrebnih predznanja.

Za drugu i trecu grupu sudionika pripremljena je treca varijanta zadatka (Zadatak 3) u
kojem se Haberdasherov problem smjesta u kontekst rasklopne igracke, §to je opisano na stranici
26 ovoga rada (Prilog 5). Zbog nacina postavljanja problema, o¢ekivano je da za njegovo
rjeSavanje nije potrebno predznanje te da svi studenti bez obzira na studijsko usmjerenje imaju
potrebne sposobnosti. Svrha ovog zadatka bila je ispitati vjeStine prostornog rotiranja i slaganja u
mislima te vjeStine crtanja dobivenih rjeSenja, odnosno odgovarajuce vizualno-prostorne vjestine.

Stoga su za rjeSavanje ovako postavljenog problema odabrani studenti Filozofskog fakulteta na
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kojemu dio studenata ima matematicke kolegija, a ostali ne, kako bi se ispitalo i postoji li razlika
medu njima u uspjesnosti rjesavanja.
U jednome dijelu druge grupe ponuden je i papirnati model slagalice kako bi se ispitalo

postoji li razlika u uspjesnosti rjeSavanja danog problema bez modela i s pripadaju¢im modelom.

5.4. Prikupljanje podataka

Prvi dio istrazivanja provodio se na samom kraju nastavne godine 2020./2021. na
Preddiplomskom sveucilisnom studiju Matematika Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Splitu
kao dio pripreme i prikupljanja podataka za pisanje ovoga rada uz istovremeni rad na pisanju
¢lanka Dudeneyjev Haberdasherov problem (Grubi¢ i Baranovié, 2021) objavljenog u ¢etvrtom
izdanju specijaliziranog stru¢no-metodickog Casopisa Acta mathematica Spalatensia. Series
didactica (2021) koji izlazi u izdanju Odjela za matematiku Prirodoslovno-matematickog fakulteta
u Splitu i Splitskog matematickog drustva (Hréak, 2021).

Drugi dio istrazivanja proveden je na samom Kkraju nastavne godine 2021./2022. na
Filozofskome fakultetu u Splitu.

Sudionici su ponudene varijante zadataka rjesavali tijekom redovne nastave u dogovoru s
predmetnim nastavnikom, a na raspolaganju su imali 20 minuta. Prije pisanja sudionici nisu imali
nikakve pripreme, a pisali su svi oni koji su u trenutku istrazivanja bili na nastavnome satu. Svaka
grupa pisala je jednu od ponudenih varijanti zadataka uz iznimku dijela druge grupe koja je

rjeSavala problem s modelom 1 bez njega.

5.5. Analiza podataka
Radovi sudionika obradeni su uzajamno deskriptivnom metodom i kvalitativnom analizom
procesa rjeSavanja problema.
Za prve dvije varijante zadatka analizirao se proces utvrdivanja istinitosti odgovarajuce
tvrdnje kroz Cetiri faze:
1. razlikovanje zadanih elemenata: pretpostavke (P) i zakljucka (Q) kojeg treba
izvesti, a zatim i otkrivanje elemenata potrebnih za izvodenje trazenog zakljucka
(krace Razumijevanje)
2. osmisljavanje ,,grubog plana dokazivanja koji se ne mora nuzno navesti, ali Se iz
samog zapisa sudionika vidi je li jasno na koji nacin od pretpostavke (P) do¢i do
zakljucka (Q) ili ne (krace Plan)
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3. izvodenje logi¢kog slijeda definicija, aksioma i teorema u svrhu utvrdivanja

istinitosti tvrdnje P = Q (krece Realizacija)
4. osvrt na provedeno $to ukljucuje i zakljucak o istinitosti tvrdnje P = Q (krace

Osvrt).

Unutar svake od navedenih faza koriStena su tri kriterija uspjeSnosti rjeSavanja: sve tocno
navedeno (T), navedeno s odredenim manjkavostima ili pogreSkama (F) i bez ikakvog zapisa (O).
U skladu s opisnim kriterijem izveden je deskriptivni opis uspjesnosti rjeSavanja.

U trecoj varijanti zadatka sudionici su svoje rjeSenje slaganja modela rasklopive igracke u
mislima trebali vizualno prikazati, a zatim prikazane likove opisati. Vecina sudionika nije dala
opis prikazanih likova, a oni koji su dali najcesce su samo naveli da se radi o trokutu, kvadratu,
pravokutniku, trapezu, dijamantu i sli¢no. Stoga su radovi sudionika vrednovani samo prema
vizualnom prikazu: korektno prikazano (T), nedovrseno ili nekorektno (F) te bez ikakvoga prikaza
(O). Vrednovanje je vrseno za svaki lik posebno (trokut, kvadrat, trapez) na temelju ega je vrSen

sumativni deskriptivni opis prema razli¢itim karakteristikama kao i daljnja kvalitativna analiza.

5.6. Rezultati i rasprava

Zadatak 1 rjesavalo je 9 studenata druge godine studijskog programa Matematika — smjer
racunarski (Grupa 1A), a drugu varijantu zadatka rjesavalo je 12 studenata prve godine studijskih
programa Matematika i Informatika te Matematika i Fizika, 7 studenata prve godine studijskog
programa Matematika — smjer matematicki i 13 studenata trece godine studijskog programa
Matematika — smjer matematicki. S obzirom na to da medu njihovim rezultatima nema znacajnije
razlike u uspjesnosti rje$avanja, njihovi rezultati razmatraju se svi zajedno (Grupa 1B).

U tablici 1 prikazani su rezultati uspjesnosti rjeSavanja zadatka 1 sudionika grupe 1A

prema Cetiri opisane faze procesa dokazivanja: razumijevanje, plan, realizacija i osvrt.

Tablica 1. Uspjesnost rjesavanja Zadatka 1

Grupa 1A | Razumijevanje Plan Realizacija Osvrt
N=9 N % N % N % N %
T 1 11,11 1 11,11 0 0,00 3 33,33
F 0 0,00 8 88,89 9 100,00 3 33,33
0] 8 88,89 0 0,00 0 0,00 3 33,33

T — sve to¢no navedeno, F — navedeno s odredenim manjkavostima ili pogreskama, O — bez ikakvoga zapisa
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Na temelju podataka prikazanih u tablici 1 vidljivo je da je samo jedan sudionik istaknuo
Sto treba dokazati, a iz njegova zapisa uocava se i jasan plan dokaza. Svi su ostali sudionici proces
dokazivanja zapoceli bez jasnog razlucivanja kako dokazati da je promatrani cetverokut kvadrat,
a kroz njihov zapis vidljivo je da im ni plan provodenja dokaza nije u potpunosti jasan (8 od 9;
88,89 %). lako je u koloni Osvrt istaknuto da su tri sudionika izvela korektan zaklju¢ak o istinitosti
tvrdnje, to jest da Cetverokut nije kvadrat, taj se zakljucak nije temeljio na korektnome procesu pa
se ne moze razmatrati kao korektan zakljuc¢ak. Pored njih, tri su sudionika izvela pogresan
zakljucak da je na slici predstavljen kvadrat ¢emu je takoder prethodio pogresan ili nepotpun
proces. Konacno, tri sudionika proces uopc¢e nisu dovela do kraja pa je njihov zakljucak izostao.

Kvalitativnom analizom zapisa procesa dokazivanja sudionika grupe 1 uocava se njihova
opca karakteristika: gotovo svi zapocinju bez jasne ideje Sto treba dokazati, to jest na temelju ega
izvesti zakljucak (Q) je li promatrani ¢etverokut kvadrat ili ne. Konkretno, u ovom sluc¢aju trebalo
je osvijestiti 1 provjeriti jesu li svi kutovi ¢etverokuta LRST pravi i jesu li sve stranice jednakih
duljina. Sasvim prirodno je da ni konkretan proces dokazivanja ne moze biti u potpunosti izveden
bez jasne ideje i plana dokazivanja, §to potvrduju i rezultati predstavljeni u tablici 1. Ukratko, svi
su sudionici rjeSavali problem i to prilicno predano, ali nitko u potpunosti uspjesno.

U drugom dijelu zadatka trebalo je opisati proces konstruiranja uz zadanu duljinu stranice
trokuta, $to je prikazalo samo troje od devet sudionika (33,33 %), ali prili¢no neuspjesno. Naime,
iz njihova opisa vidljivo je da ne razlikuju pojmove crtanja i konstruiranja te da nije jasan proces
razlaganja slozene konstrukcije na osnovne i elementarne konstrukcije, koje se pritom koriste pri
opisu koraka konstruiranja zadane figure.

U tablici 2 prikazani su rezultati uspjeSnosti rjeSavanja zadatka 2 sudionika grupe 1B

takoder kroz Cetiri faze procesa obrazlaganja, sli¢no kao i kod zadatka 1.

Tablica 2. Uspjesnost rjeSavanja Zadatka 2

Grupa 1B | Razumijevanje Plan Realizacija Osvrt
N =32 N % N % N % N %
T 5 15,63 1 3,13 0 0,00 1 3,13
F 0 0,00 13 40,63 30 93,75 14 43,75
@) 27 84,38 18 56,25 2 6,25 17 53,13
SUM 32 100,00 | 32 100,00| 32 100,00 | 32 100,00

T — sve to¢no navedeno, F — navedeno s odredenim manjkavostima ili pogreskama, O — bez ikakvoga zapisa
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Na pocetku istrazivanja ocekivalo se da ¢e pojednostavljeni problem, sa zadanom duljinom
stranice koja usmjerava na izraCunavanje konkretnih vrijednosti, biti uspjesnije rijeSen, ali rezultati
predstavljeni u tablici 2 tome ne idu u prilog.

lako je petero sudionika (5 od 32; 15,63 %) navelo oba uvjeta (pravi kutovi i jednakost
duljina stranica) koja treba provjeriti za utvrdivanje je li promatrani ¢etverokut kvadrat, a samo
jedan imao jasan plan kako to izvesti, nitko od njih nije u potpunosti dao valjanu argumentaciju.
Sudionik koji je izveo korektan zaklju¢ak da promatrani ¢etverokut nije kvadrat, svoju je tvrdnju
temeljio na pogresnom procesu zaklju€ivanja pa se ni taj zakljucak ne moze uzeti kao korektan.

Tako, bez jasnog plana, ni sudionici ove grupe nisu mogli izvesti potpuno obrazloZenje.
Naime, dio njih uspjesno je zakljucio da ¢etverokut ima sva Cetiri prava kuta, ali jedni su proces
dokazivanja time zavrsili, dok oni drugi bez jasnog plana proces obrazlaganja (dokazivanja) nisu
bili u mogucnosti uspjesno dovrsiti. Zapravo, oni koji su provjeravali jednakost duljina stranica
cetverokuta nisu bili u moguénosti povezati valjane elemente u logican slijed zakljucaka na temelju
kojeg bi izveli zaklju¢ak da se radi o pravokutniku, a ne o kvadratu. Jedini sudionik koji je imao
jasan plan i koji je proces rjeSavanja temeljio na odredivanju duljina stranica promatranog
Cetverokuta, izveo je pogreSan zakljucak jer je za neke duljine dobio nekorektne vrijednosti.

Medu sudionicima razli¢itih studijskih godina nije bilo razlike u uspjesnosti rjeSavanja,
osim §to su se sudionici visih studijskih godina kvalitetnije i preciznije matematicki izrazavali.
Tako se kod sudionika prve studijske godine uo¢avaju brojne elementarne pogreske u zapisivanju:
imenovanje Cetverokuta 1 odgovarajucih kutova, razlikovanje duZine i njezine duljina, brkanje
pojmova sukladnosti i slicnosti trokuta i tako dalje, Sto je tek u manjoj mjeri prisutno kod sudionika
visih studijskih godina.

Na temelju svih predstavljenih rezultata sudionika prve grupe (grupa 1A i grupa 1B) moze
se zakljuciti da sudionici istrazivanja nemaju razvijenu strategiju sustavnog procesa obrazlaganja
i dokazivanja kroz Cetiri opisane faze.

U tablici 3 dani su sumativni rezultati za sudionike grupe 2 za sve studijske godine kako
bi se usporedila uspjesnost slaganja likova i to za svaki lik posebno (trokut, kvadrat, trapez), a kroz

kvalitativnu analizu opisuju se specifi¢nosti slaganja sudionika pojedine studijske godine.

39



Tablica 3. Uspjesnost rjesavanja Zadatka 3 sudionika grupe 2

Lik iz rasklopne igracke
Grupa 2 Trokut Kvadrat Trapez
N % N % N %
T 6 5,17 23 19,83 4 3,45
F 44 37,93 39 33,62 16 13,79
O 66 56,90 54 46,55 96 82,76
SUM 116 100,00 116 100,00 116 100,00

T — korektno prikazano, F — nedovrseno ili nekorektno, O — bez ikakvoga prikaza

Prema rezultatima prikazanima u tablici 3 moze se uociti da su se sudionici najvise bavili
slaganjem kvadrata (62 od 116; 53,45 %), a najmanje slaganjem trapeza (20 od 116; 17,24 %) Sto
je rezultiralo najvec¢om uspje$noscu pri slaganju kvadrata (23 od 116; 19,83 %), zatim trokuta (6
od 116; 5,17 %) te najmanjom u otkrivanju i slaganju trapeza (4 od 116; 3,45 %). Moguce je da su
se najvise bavili kvadratom, kojemu su sva Cetiri kuta prava, zbog pravih kutova istaknutih na slici
Sto su neki sudionici i zapisali.

Uvidom u detaljniju analizu sudionika po studijskim godinama mogu se uociti suptilnije
razlike medu njima. Tako su sudionici prve godine bili znacajno slabiji u odnosu na sudionike
ostalih godina, moguce jer oni na prvoj studijskoj godini nemaju niti jedan matematicki kolegij,
dok ostali imaju. lako su sudionici prve godine predano radili na rjeSavanju problem, §to se moglo
uociti promatranjem sudionika za vrijeme istrazivanja, nitko od njih nije uspjeSno vizualno
prikazao rjeSenje ni za jedan lik, a lik trapeza nitko od njih nije ni uocio kao moguce rjeSenje.
Vecina onih koji su crtali rjeSenje prikazali su samo konturu kona¢nog lika kojeg su zamisljali kao
kona¢no rjeSenje, ali ne 1 dijelove od kojih je taj lik sloZen. Tako je na slaganju trokuta radilo nesto
manje od 30 % sudionika (10 od 35; 28,57 %), a na slaganju kvadrata nesto vise od 50 % sudionika
(18 od 35; 51,43 %) pri ¢emu je petina sudionika (7 od 35; 20 %) uocila moguénost slaganja i
trokuta i kvadrata. Prili¢no visok postotak nije dao nikakav odgovor (14 od 35; 40 %) pa su kod
njih izostala 1 polovi¢na rjeSenja koja su mogla ukazati na smjer slaganja.

Za razliku od visokog postotka bez odgovora kod sudionika prve godine, na viSim
godinama taj je postotak daleko manji: na drugoj godini 18,75 % (3 od 16), na trecoj godini nitko,
na Cetvrtoj godini 16,68 % (3 od 18) 1 na petoj godini 11,54 % (3 od 26). No, 1 oni koji nisu nista
prikazali dijelom su to napravili iz opreza, jer kako kazu ako nisu sigurni radije neée prikazati

nista nego bilo Sto, a neki su napisali kako trenutno nemaju inspiracije.
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Jedino su sudionici druge godine korektno prikazali trapez (4 od 16; 25 %), koji se pokazao
kao samo jedan dodatan korak u odnosu na slaganje kvadrata, moguce jer su oni zadatak rjeSavali
neposredno nakon ucéenja geometrije ravnine. Za razliku od njih, na vi§im godinama bilo je
pokusaja slaganja trapeza, ali nijedan vizualni prikaz nije bio korektan: na tre¢oj godini 19,05 %
(4 od 21), na €etvrtoj godini 27,78 % (5 od 18) i na petoj godini 19,23 % (5 od 26).

Sudionici tre¢e godine najvise su se bavili slaganjem trokuta (14 od 21; 66,67 %), ali su
imali raznih tesko¢a u vizualnom prikazu. Naime, samo dvoje sudionika (2 od 21; 9,52 %)
korektno je vizualno prikazalo trokut (slika 17A), dok ih je devetero (9 od 21; 42,86 %) pri crtanju
rjeSenja za trokut previdjelo da se vrhovi pravih kutova ne sastaju u jednoj tocki (slika 17B), a kod
ostalih slike su bile nedovrsene. S obzirom na to da su se sudionici tre¢e godine dosta vremena
bavili slaganjem trokuta, imali su najmanje korektnih rjeSenja u slaganju kvadrata u odnosu na
ostale: od sedam (7 od 21; 33,33 %) sudionika koji su crtali rjeSenje za kvadrat, samo ih je dvoje
korektno dovrsilo (slika 17A).

Slika 17. Korektni (A) i nekorektni (B) vizualni prikazi sudionika

Sudionici Cetvrte godine uglavnom su se bavili slaganjem u jedan lik i njegovim vizualnim
prikazom. Najuspjesniji su bili u slaganju kvadrata (13 od 18; 72,22 %) pri ¢emu su trojica bila
neprecizna u crtanju, dok je preostalih desetero korektno prikazalo rjesenje. Za razliku od ostalih,
vecina sudionika Cetvrte godine u svom prikazu nije isticala pravi kut, a iz opisa rije€ima moze se
uociti Sto je usmjeravalo njihov proces slaganja. Samo petero njih (5 od 18; 27,78 %) slozilo je

dva lika: dvoje trokut i kvadrat, dvoje kvadrat i trapez te jedan trokut i trapez.
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Sudionici pete godine najvise su se bavili slaganjem trokuta (17 od 26; 65,38 %), ali samo
je troje njih korektno vizualno prikazalo rjeSenje, osmero ih je unutar trokuta prave kutove
prikazalo sa zajednickim vrhom (slika 17B), dok su ostali pokusaji vizualnih prikaza rjesenja ostali
nedovrseni. Kvadratom se bavilo nesto manje sudionika nego trokutom (14 od 26; 53,85 %) od
kojih je to¢no polovica imala korektan vizualni prikaz, dok su kod ostalih prikazi bili prilicno
neprecizni. Trojica sudionika pete godine (3 od 26; 11,54 %) pri slaganju likova u mislima
prepoznala su sva tri moguca rje$enja, koja su i vizualno prikazali, ali ne sasvim uspjesno kod svih
likova; osmero sudionika (8 od 26; 30,77 %) bavilo se s dva lika (kvadrat i trokut) medu kojima
su samo trojica korektno dala vizualni prikaz; svi su ostali bili usmjereni samo na jedan lik.
Konaéno, analizom dobivenih rezultata sudionika pete godine moze se uociti da su bili uspjesniji
u slaganju kvadrata iako su se vise bavili slaganjem trokuta.

Ukratko, na temelju svih prikazanih rezultata moze se zakljuciti da sudionici druge grupe
nemaju dovoljno razvijene vizualno-prostorne sposobnosti kao ni vjestine crtanja. Najuspjesniji
su bili u prikazivanju kvadrata iako su se dosta bavili prikazom trokuta, a najveci problem se
pokazao u zamisljanju i prikazivanju trapeza. Veliki dio sudionika svoje je zapise brisao zbog
nesigurnosti u korektnost prikazanog.

S obzirom na to da nitko od sudionika prve studijske godine nije korektno prikazao rjesenje
problema prilikom ¢ega je vecéina zadatak ostavila bez ikakvog rjesenja, zadatak 3 dan im je
ponovo na rjeSavanje uz model napravljen od papira. U tablici 4 prikazuju se usporedni podatci
uspjesnosti slaganja likova u zadatku 3 za sudionike prve studijske godine Uciteljskoga studija
(Grupa 2A) bez modela i s modelom kako bi se vidjelo u kojoj mjeri didakti¢ko sredstvo pomaze

u rjeSavanju danog problema.

Tablica 4. Uspjesnost rjeSavanja Zadatka 3 sudionika grupe 2A

Bez modela S modelom

Grupa Trokut Kvadrat Trapez Trokut Kvadrat Trapez

2A
N % N % N % N % N % %

N

T 0 0,00 0 0,00 0 0,00 5 1429 25 7143 4 11,43
F 10 2857 18 5143 O 0,00 |15 4286 3 8,57 1 2,86
O 25 7143 17 4857 35 100,00 |15 4286 7 20,00 30 8571

SUM |35 100,00 35 100,00 35 100,00 |35 100,00 35 100,00 35 100,00

T — korektno prikazano, F — nedovrseno ili nekorektno, O — bez ikakvoga prikaza
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Prema podatcima prikazanima u tablici 4 vidljiva je prili¢no vec¢a uspjesnost slaganja
zadanih likova uz koriStenje papirnatog modela: trokut je uspjesno slozilo vise od 50 % sudionika
(20 od 35; 57,14 %), kvadrat je uspjesno slozilo 80 % sudionika (28 od 35), a trapez 14,29 % (5
od 35). Medutim mnogi od njih imali su teSsko¢a u vizualnom prikazu: petero sudionika korektno
je prikazalo trokut, dok je kod ostalih vizualni prikaz trokuta bio nekorektan jer su previdjeli da se
vrhovi pravih kutova ne sastaju u jednoj tocki (slika 17B) ili vizualni prikaz nisu dovrsili. Od onih
koji su slozili kvadrat vecina ga je korektno vizualno prikazala (25 od 35; 71,43 %), dok ih samo
trojica nisu vodila raduna o preciznosti prikaza. Cetiri sudionika sloZila su sva tri oblika (trokut,
kvadrat i trapez), ali su imala problema s vizualnim prikazivanjem kako je ve¢ opisano u
prethodnom dijelu. U potpunosti korektno slaganje i crtanje dvaju likova imalo je osam sudionika:
petero za trokut i kvadrat, a troje za kvadrat i trapez. Ipak, bilo je onih koji su nacrtali samo konture
likova (6 od 35; 17,14 %).

Ukratko, papirnati model sudionicima je omogucio slaganje likova daleko vise nego samo
u mislima, ali slabije vjestine crtanja onemogucile su ih u korektnom prikazu dobivenih rjeSenja.
Takoder, najuspjesniji su bili u slaganju kvadrata i s modelom i bez modela, mogucée jer su ih Cetiri
prava kuta na slici usmjerila na slaganje ¢etverokuta s ¢etiri prava kuta. Medutim, kako su stranice
vizualno izgledale jednake, vecina je zakljucila da se radi o kvadratu, a tek manji dio njih naveo
je da se radi o pravokutniku.

Kako bi se ispitalo utjece li ucenje matematike na ishode slaganja ponudenog modela
rasklopne igracke, zadatak 3 ponuden je studentima dvopredmetnih studija koji u svome
studijskom programu nemaju matematickih kolegija. U tablici 5 prikazani su rezultati sudionika

istrazivanja grupe 3.

Tablica 5. Uspjesnost rjeSavanja Zadatka 3 sudionika grupe 3

Lik iz rasklopne igracke
Grupa 3 Trokut Kvadrat Trapez
N % N % N %
T 0 0,00 3 10,71 0 0,00
F 5 17,86 5 17,86 4 14,29
O 23 82,14 20 71,43 24 85,71
SUM 28 100,00 28 100,00 28 100,00

T — korektno prikazano, F — nedovr$eno ili nekorektno, O — bez ikakvoga prikaza
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Prema podatcima prikazanima u tablici 5 vidljivo je da su sudionici grupe 3 bili prilicno
neuspjesni u rjeSavanju zadatka 3. Iako se vec¢ina sudionika zaista trudila u procesu rjeSavanja
problema, $to se moglo uociti promatranjem sudionika za vrijeme istrazivanja, tek manji dio njih
vizualno je prikazao rjeSenja, a samo troje (3 od 28; 10,71 %) imalo je korektan vizualni prikaz
(kvadrat). Nakon provedbe istrazivanja, sudionici grupe 3 komentirali su teSkoc¢e u crtanju, a
posebno nemoguénost zamis$ljanja kona¢nog lika koji se moze dobiti slaganjem rasklopne igracke.
Konac¢no, usporedbom rezultata sudionika grupe 2 i grupe 3 moze se zakljuciti da je ucenje
matematike kroz matematicke kolegije ipak doprinijelo uspje$nijem rjeSavanju postavljenog
Haberdasherova problema u zadatku 3. Drugim rije¢ima, u¢enje matematike kod sudionika grupe
2 doprinijelo je razvoju njihovih vizualno-prostornih sposobnosti, kao i razvoju vjestina crtanja.

Prema svim predstavljenim rezultatima provedenog istrazivanja koje se temeljilo na
Haberdasherovom problemu, moze se zakljuciti da je i nakon vise od sto godina Haberdasherov
problem i dalje kognitivno vrlo zahtjevan, ne samo u postavljanju i dokazivanju tvrdnje, ve¢ i u
slaganju likova koristenjem modela slagalice. Osim toga, rezultati pokazuju da se Haberdasherov
problem predstavljen kroz opisane zadatke moze koristiti kao instrument za ispitivanje procesa
argumentiranja, dokazivanja i konstruiranja, ali i vjestina slaganja, bilo u mislima ili koristenjem

fizickog modela te vizualnog prikazivanja.
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6. Zakljucak

U radu je opisan jedan stari problem geometrijske disekcije prema kojemu je potrebno
jednakostranican trokut podijeliti na Cetiri dijela kako bi se od dobivenih dijelova preslagivanjem
mogao oblikovati kvadrat i to bez preokretanja istih. Problem je po prvi put predstavljen davne
1902. godine, prije to¢no 120 godina, i jos je uvijek u fokusu razmatranja poseban jer je sam po
sebi intrigantan. Svemu tome pridonosi i ¢injenica da je u ovih 120 godina njegova postojanja jos$
uvijek poznato samo jedno to¢no rjeSenje i to ono njegova autora, Henryja Ernesta Dudeneyja.

Brojni su bili pokusaji rjeSavanja ovog zadivljujué¢eg problema. Neki od njih, kao $to je u
radu razmotreno Steinhausovo rjeSenje, bili su vizualno prilicno uvjerljivi da su ¢ak i vrsni
matematicari previdjeli njihovu nekorektnost. Pokazano je da je matematicki dokaz ipak
ponekad lako prevariti, odnosno zavesti jednostavnoséu rjeSenja nekog odredenog problema kao
§to je ovaj Haberdasherov.

Dudeneyjev Haberdasherov problem kao problem disekcije geometrijskog lika
prvenstveno je osmi$ljen kao zagonetka i kao takav pripada podrucju rekreacijske matematike.
Ciljanim osmis$ljavanjem aktivnosti moze se ucinkovito iskoristiti, kako u nastavi geometrije s
razli¢itim uzrastima pri ¢emu doprinosi stvaranju vertikalne povezanosti nastavnih sadrZaja, tako
1 u nastavi informatike za razvoj ra€unalnog razmisljanja, apstrakcije i generalizacije. Vazno je
poucavanjem preko ovakvih sadrZaja u¢enicima dati priliku za otkrivanjem matematickih ideja, za
argumentiranjem uocenoga te im osigurati okruZenje unutar kojeg ¢e u odredenom uzrastu razvijati
1 proces dokazivanja. Mnogo je podrucja i na¢ina na koje se ovaj fascinantan problem u nastavi
moze iskoristiti, a na uciteljima i profesorima je da svojom kreativno$¢u i svojim iskustvom
maksimalno iskoriste njegov potencijal (Grubi¢ i Baranovi¢, 2021).

Provedenim istrazivanjem pokazano je kako 1 naizgled jednostavno postavljen problem u
kojem se trazi koriStenje sposobnosti vizualizacije pri rjeSavanju geometrijskog problema cak i
studentima moZe predstaviti velik izazov i da nije nimalo lako do¢i do rjeSenja ako takve
sposobnosti prethodno nisu razvijane tijekom nastavnog procesa njihova obrazovanja. Pokazano
je 1 koliko proces dokazivanja moze biti tezak, ¢ak i za studente kojima je priroda studija
matematickog usmjerenja i da i oni imaju problem pri opisivanju rjesenja problema ili konstrukcije

zadane figure pa i kada su ve¢ upoznati s takvim matematickim procesima i postupcima.
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Sazetak

U interesu za istrazivanjem nedovoljno istrazenog, pogotovo na podru¢ju Republike
Hrvatske, u radu se iznosi tematika i obraduje problematika jednog starog, ali jo§S uvijek
intrigantnog problema. Tocnije, u radu je predstavljen i obraden Dudeneyjev Haberdasherov
problem kao problem dijeljenja jednakostrani¢énog trokuta na najmanji broj dijelova pri ¢emu se
bez preokretanja dijelova slagalice moze oblikovati kvadrat. Unato¢ nebrojenim pokusajima
rjeSavanja ovog problema tijekom 120 godina njegova postojanja, jedino do sada poznato valjano
rjeSenje rjeSenje je njegova autora dano davne 1903. godine, godinu dana nakon predstavljanja
problema.

U radu se uz opis konstrukcije i opravdanje valjanosti Dudeneyjeva rjeSenja posebno
razmatra 1 jedno rjeSenje koje se potkrijepljeno matematickim dokazom pokazalo pogresnim te se
zapravo radi samo o dobroj aproksimaciji kvadrata. Razmotrena je i klasa rjeSenja dijeljenja
trokuta na dijelove koji se daju oblikovati u pravokutnik medu kojima je u jednom posebnom
slu¢aju 1 kvadrat. Nadalje, navode se razlozi i primjeri zaSto su ovakvi i sli¢ni problemi korisni i
prikladni za koriStenje na svim razinama obrazovanja.

Dio rada posvecen je istrazivanju temeljenom na Haberdasherovom problemu. 1znose se
rezultati i detaljna analiza prikupljenih podataka provedenog istrazivanja kojim su se ispitivali
razliciti aspekti Haberdasherova problema kao instrumenta. Tijekom istrazivanja oblikovane su
razli¢ite varijante zadatka prilagodene razli¢itim grupama sudionika.

Kljuéne rijeci: disekcija mnogokuta, geometrijska konstrukcija, geometrijski dokaz,

vizualizacija, proces rjeSavanja problema
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Abstract

In the interest of researching what is insufficiently researched, especially in the territory of
the Republic of Croatia, this thesis paper presents and deals with the issue of an old but still
intriguing problem. More precisely, in the thesis Dudeney's Haberdasher's problem is presented
and processed as a problem of dividing an equilateral triangle into the smallest number of parts,
whereby a square can be formed without turning over the pieces of the puzzle. Despite countless
attempts to solve this problem during the 120 years of its existence, the only valid solution known
so far is the solution given by its author back in 1903, one year after the problem was presented.

In addition to the description of the construction and the justification of the validity of
Dudeney's solution, the thesis paper also considers one solution which, supported by a
mathematical proof, turned out to be wrong, and in fact it is only a good approximation of the
square. A class of solutions for dividing a triangle into parts that can be shaped into a rectangle,
including a square in one special case, was also considered. Furthermore, there are reasons and
examples given for why these and similar problems are practical and suitable for use at all levels
of education.

Part of this thesis paper is devoted to research based on Haberdasher's problem. The
conducted research examined different aspects of Haberdasher's problem as an instrument. The
results and detailed analysis of the collected data are presented by different variants of the task that
was adapted to separate groups of participants.

Keywords: polygon dissection, geometric construction, geometric proof, visualization,

problem solving process
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Prilozi

Prilog 1: Predlozak za slagalicu prema Dudeneyjevom rjeSenju

52



Prilog 2. Prijedlog zadatka za medunarodnu bazu Dabar natjecanja, za 2022. godinu

2022-HR-04-Assemble - Disassemble

6yo—8yo: 8yo—10yo: 10yo—-12yo: 12yo—14yo: 14y0—16yo: 16yo0—19yo:
- - - — hard medium

Answer Type: Multiple-Choice (O keep order of multiple-choice/-select)

Computational Thinking Skills: Computer Science Area:

M abstraction O algorithms and programming

O algorithmic thinking O communication and networking

O decomposition O computer processes and hardware
M evaluation M data structures and representations
O pattern recognition M interactions, systems and society
Body

Beaver Darko was given the task to make a wooden folding toy according to the model
shown in the picture.

The toy to be made consists of four geometric shapes interconnected for the vertices exactly
as the picture shows. In places where these characters meet, the beaver Darko should install
hinges that allow all parts of the toy to rotate in both directions (both clockwise and counter-

clockwise).

A wooden folding toy forms a certain geometric shape in both cases by assembling its parts
into one whole, either clockwise or counterclockwise until one green dot touches the other
one.

Question [ Challenge

Which two geometric shapes will the beaver Darko be able to assemble by rotating the parts
of his wooden toy in both directions (each direction forms exactly one geometric shape)?

Answer Options | Interactivity Description
A) isosceles triangle and square

B) equilateral triangle and rhombus
C) scalene triangle and rectangle

D) equilateral triangle and square
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Answer Explanation

The correct answer is D) equilateral triangle and square.

A solution in which the correct answer would be an equilateral triangle and a rhombus can be
immediately singled out as wrong because by rotating the model counterclockwise, pulling
the right side of the model to the left as shown in the previous picture, we get a quadrilateral
in whose vertices all angles are right which excludes the rhombus as a possible solution.
Thus, the resulting quadrilateral is either a rectangle or a square.

Furthermore, the sides of the pink and yellow quadrilaterals that lean against the red quadri-
lateral during the previously described assembly are of the same length as the corresponding
sides of the red quadrilateral on which they lean. It can be seen from the model that they are
also of equal length, which means that the triangle they form by rotating clockwise by pulling
the right side of the model is either isosceles or equilateral, which excludes the solution of a
scalene triangle and rectangle. So, according to the other answers offered, we know that the
guadrilateral created by the rotation of this model is a square.

It remains to show whether the triangle formed by the model in the opposite direction is
isosceles or equilateral. Consider the following model rotation image:

/5

We can observe that by assembling the model into the shape of a square, the angles at the
vertices of the three quadrilaterals that connect at the same point form a straight angle, i.e.
an angle of 180 degrees. We know that the above angles of quadrilaterals 1 and 3 rotate in
the opposite direction to form angles in the vertices at the base of an isosceles or equilateral
triangle, so it follows that they are equal in size. It can be seen from the model image that
these angles are not only equal but also equal to the angle of quadrilateral 4 with which they
merge into the previously mentioned straight angle, which is also the angle in the third vertex
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of the triangle obtained by assembling the model into a geometric triangle shape. It follows
that the resulting triangle is equilateral, so the correct answer is an equilateral triangle and a
square.

It’s Informatics

Solving the task required the ability of abstraction or generalization as a special form of ab-
straction, which in such cases is used to mark the process of identifying parts of the whole as
a whole. The parts, which may be unrelated if left alone, may come together as a group, thus
belonging to the whole by establishing a common relationship between them. However, the
parts cannot be generalized as a whole until all the parts have a common relationship be-
tween them. This does not mean that the parts are unrelated, but that a common relationship
for generalization has not yet been established.

This method of generalization is also used in solving geometric dissections, from which the
task singles out a specific case of geometric dissection of an equilateral triangle into the
smallest number of parts that can be folded into a square without inversion. So far, only one
possible solution to this problem is known, and it was offered by its creator, Henry Ernst Du-
deney. He called his problem The Haberdasher's Puzzle.

Keywords and Websites
Abstraction — generalization, information visualization, geometric dissection.

https://fen.wikipedia.org/wiki/Abstraction (computer science)

https:/fen.wikipedia.org/wiki/Information visualization

https:/iwww. bib.irb.hr/1138189

Wording and Phrases

Geometric shapes: the forms of objects which have boundary lines, angles and surfaces, e.qg.
isosceles triangle, equilateral triangle, scalene triangle, square, rectangle, rhombus.

Vertex: each angular point of a polygon, polyhedron, or other figure.

Hinge: a movable joint or mechanism on which a door, gate, or lid swings as it opens and
closes or which connects linked objects.

Clockwise: in the direction that the hands of a clock move.

Counterclockwise: in a direction opposite to the direction in which the hands of a clock move.
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Prilog 3. Zadatak 1

Zadatak:

Zadan je jednakostraniéan trokut A4BC. Toéke D i E poloviita su stranica AC i BC. a toéke Ji K nozita
okomica iz toéaka D i E na stranici AB , redom.

Okomicama DI 1 EM na pravac JE, trokut A4BC podijeljen je na éetiri dijela. Zatim su ta éetiri dijela presloZena
u cetverokut LRST kako je prikazano na slici.

(a) Wa temelju dane slike wtvrdite je i Setverclut LRST kvadrat. Svoj
edgovor potkrijepite matematickim dekazom.

(b} OpiSite kako b konstruirali danw shiko za |AE| =8cm .

Smyjer: Godina 10 2O 3o
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Prilog 4. Zadatak 2
FProblem

Jednakostraniéni trokwt treba razrezati na Cetiri dijela take da se njihovim preslagivanjem oblibuje
kvadrat. Jedno rjedenje prikazano je na shici.

A @

Ladatak
Zadan je jednakostranican trokut A4BC stranice duljine g = 8cm.
Toéke D i E poloviita su stranica AC i BC. Toéke Ji K noziita su

okomica iz tofaka D i E na stranicu AB redom, a tofke L 1 M noZiéta
okomica iz tocaka D 1 K na stranicu JE redom.

Na taj je nadin trokut AABC podijeljen na Cetiri dijela, a njihovim
preslagivanjem nastao je Cetverchkut LRST kao na slici.

Je Ii tako nastali éetverclut LRST kovadrat?
Svoj odgovor obrazloZite.

Smjer: Godina 10 20 30




Prilog 5. Zadatak 3

FProblem
Stolar Marko dobio je zadatak izraditi drvenm rasklopow igraélm prema sljedecem modeln:

o

v *

Izracka se sastoji od Cetiri geometrijska likca. koji su spejeni u vrhovima kao na slic:. Na mjestima gdje su spojena
dva vrha, stolar Marko treba postaviti sklopni zglob tako da se dijelovi igracke mogu rotirati w dva smjera: v smjern
kretanja kazaljke na satu 1 smjern suprotnom od kretanja kazaljke na satu.

Cilj je da se sklapanjem dijelova rasklopne igracke v jednn cjelinn, bez preklapanja i bez praznina, mogn oblikbovati
razlifiti geometrijski likovi.
Zadatak

Odredite koji se sve geometrijski likovi mogu oblikovati rotiranjem dijelova rasklopne igratke sa slike. Svoje
rjefenje prikaZzite skicama te opifite nastale geometrijske likove.

Studijska grupa: Godima: 10 20 30 40 5O

59



Obrazac A.C.

SVEUCILISTE U SPLITU
FILOZOFSKI FAKULTET

IZJAVA O AKADEMSKOJ CESTITOSTI

kojomja__ Milka Grubi¢ __, kao pristupnik/pristupnica za stjecanje zvanja __magistrice

primarnoga obrazovanja s pojafanim modulom informacijsko-komunikacijske tehnologije u

ucenju i poucavanju , izjavljujem da je ovaj zavr$ni/diplomski rad rezultat isklju¢ivo mojega rada,
da se temelji na mojim istraZivanjima i oslanja na objavljenu literaturu kao Sto to pokazuju

koristene biljeske i literatura. Izjavljujem da ni jedan dio zavrsnoga/diplomskoga rada nije napisan

na nedopusten nacin, odnosno da nije prepisan iz necitiranoga rada, stoga ne krs$i ni¢ija autorska

prava. Takoder izjavljujem da nijedan dio ovoga zavr$noga/diplomskoga rada nije iskoristen za

koji drugi rad pri bilo kojoj drugoj visokoskolskoj, znanstvenoj ili radnoj ustanovi.

Split, 3. studenog 2022. (@ |
\sic

Potpis
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Naslov rada: Dudeneyjev Haberdasherov problem
Znanstveno podrucje: Matematika

Znanstveno polje: Obrazovne znanosti

Vrsta rada: Diplomski rad

Mentor/Mentorica rada (akad. stupanj i zvanje, ime i prezime): dr. sc. Nives Baranovi¢, v. pred.
Komentor/Komentorica rada (akad. stupanj i zvanje, ime i prezime): /
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obranjenoga i nakon obrane uredenoga rada. SlaZem se da taj rad, koji ¢e biti trajno pohranjen u
Digitalnom repozitoriju Filozofskoga fakulteta Sveugilista u Splitu i javno dostupnom repozitoriju
Nacionalne i sveucilisne knjiznice u Zagrebu (u skladu s odredbama Zakona o znanstvenoj
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63/11, 94/13, 139/13, 101/14, 60/15, 131/17), bude:
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b) dostupan studentima i djelatnicima FFST-a

¢) dostupan $iroj javnosti, ali nakon proteka 6 mjeseci / 12 mjeseci / 24 mjeseca (zaokruzite
odgovarajuci broj mjeseci).

(zaokruzite odgovarajuce)
U slucaju potrebe (dodatnoga) ogranicavanja pristupa Vasemu ocjenskomu radu, podnosi se
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