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1. Uvod

Matematicki zadatak 1 njegovo rjeSavanje vazna su sredstva koja dovode do ostvarivanja brojnih
ciljeva nastave matematike (Kurnik, 2000). Odabirom dobrih i raznovrsnih matematic¢kih zadataka,
sadrzaji uenja mogu se pribliziti u¢enicima kroz njihovo osobno iskustvo i aktivnost. Medutim,
nastava matematike jo$ uvijek je usmjerena na realizaciju nastavnog plana i programa, odnosno,
usmjerena je na to da ucenici usvoje $to viSe propisanog nastavnog sadrzaja. Naglasak se stavlja
na racunanje i operiranje te razvoj osnovnih algoritamskih vjestina, dok se interpretacija rjeSenja i
usporedba razli¢itih strategija rijetko prakticira. Najces¢e nastavnik postavlja zadatak i daje
najefikasniju metodu za njegovo rjeSavanje, a zatim ucenici samostalno rjeSavaju sli¢ne zadatke.
Primjereni izbor i koriStenje raznovrsnih matematic¢kih zadataka preduvjeti su za kvalitetnu nastavu

matematike i1 dobre rezultate ucenika.

Na pocetku ovoga rada govori se 0 samom pojmu matematickog zadatka te razli¢itim poimanja
istog dok se u drugom poglavlju opisuju vrste matematic¢kih zadataka i daje primjer za svaku vrstu
posebno. Zadaci su vazno sredstvo oblikovanja sustava osnovnih matematickih znanja, umijeca i
navika te doprinose razvoju matematickih sposobnosti i kreativnog misljenja. Snalazenje ucenika
unutar matematickih situacija opisanih zadatkom i samostalno promisljanje o istima omogucava
im razvoj 1 stjecanje matematickih kompetencija $to je preduvjet za kasniju uspjeSnu primjenu

matematickih znanja i vjestina u Zivotu i profesionalnom radu.

U sljede¢em poglavlju razmatraju se pojmovi rjesenje, proces rjesavanja i §to znaci rijesiti
matematiCki zadatak, a zatim se razmatra proces rjeSavanja matematickog zadatka kroz Cetiri faze:

razumijevanje, planiranje, izvrSavanje 1 osvrt.

U posljednjem poglavlju, objedinjuje se sve prethodno izloZzeno u razmatranju karakteristika
odabranih zadataka i1 njihovog cjelokupnog procesa rjeSavanja jer didakticki potencijal
matematickog zadatka otkriva se tek u cjelovitom radu na zadatku. Konacno, puni didakti¢ki
potencijal zadatka dolazi do izrazaja tek kada se zadatak predstavi ucenicima, a zatim razmatraju

njihovi uspjesni i neuspjesni nacini rjeSavanja.



2. Matematicki zadatak

U nastavi matematike, posebno tijekom osnovnoskolskog i srednjoskolskog matematickog
obrazovanja, jedna od najcescih aktivnosti jest rjeSavanje matematickih zadataka. S jedne strane,
ucitelj se sluzi zadacima kako bi u¢enike uveo u odgovarajuce teme, objasnio matematicke ideje i
koncepte, omoguéio ucenicima uvjezbavanje odgovarajuéih procedura i algoritama, osigurao
mogucénost primjene nauc¢enog i na kraju ispitao steCena znanja ucenika. S druge strane, ucenici
upravo kroz rjeSavanje matematickih zadataka imaju priliku uciti matematiku, ali i pokazati koliko
su i kako usvojili i razumjeli materiju koju su u¢ili. Drugim rije¢ima, matematicki zadatak je klju¢ni
element i sredstvo kako ucenja i poucavanja matematike tako i procjene ishoda uc¢enja i poucavanja

(Stein, Grover i Henningsen, 1996; Sullivan, Clarke i Clarke, 2013).

U skladu s opisanim, u literaturi o matematickom obrazovanju mogu se pronacéi razlicite definicije
koje opisuju $to je to matematicki zadatak. Tako, Stein i sur. (1996) pod matematickim zadatkom
podrazumijevaju ,,razrednu aktivnost ¢ija je svrha usredotociti pozornost uc¢enika na odredenu
matematicku ideju® (str. 460). U tom kontekstu, zadaci su razli¢iti samo u sluc¢aju kada su aktivnosti
usmjerene na razli¢ite matematiCke ideje. Ako viSe zadataka aktivnosti usmjeravaju na istu
matemati¢ku ideju oni se ne smatraju razli¢itim zadacima. Sli¢no tome, Sullivan i sur. (2013) pod
zadatkom podrazumijevaju ,,informaciju koja sluzi kao poticaj za rad ucenika, a prezentirana je u
obliku pitanja, situacija i uputa koje su 1 polazisSte 1 kontekst za ucenje, a pod aktivnoscu
podrazumijevaju ,,i misljenje i postupke, fizicke, izgovorene, napisane, snimljene, koje ucenici

poduzimaju kao reakciju na postavljeni zadatak® (str. 13).

lako postoje razlicite definicije, sve one razmatraju $to i na koji nacin poti¢e ucenike na aktivnost,
Sto ucenici imaju na raspolaganju za provedbu tih aktivnosti te S§to je rezultat tih aktivnosti.
Najjednostavnije receno, matematicki zadatak je kljucno sredstvo interakcije izmedu ucitelja 1

ucenika cija je konac¢na svrha u¢enje matematike i razvoj matematickih vjestina.

Odgovarajuci opseg 1 vrsta zadataka koji se preporucuju koristiti u nastavi matematike propisani
su nastavnim materijalom (kurikulum, udzbenici, zbirke zadataka, dodatni nastavni materijali
poput nastavnih listica i sl.). Medu tim zadacima, ucitelj odabire one zadatke koje smatra

prikladnima te ih takve ili preoblikovane stavlja pred ucenike s odgovarajuéim ciljem. Zatim



ucenik, svojim angazmanom, odgovaraju¢im nacinom rada i rjeSavanjem postavljenog zadatka,
ostvaruje ili ne ostvaruje ishode uc¢enja. U skladu s takvom nastavnom praksom, Stein i sur. (1996)

predlazu teorijski okvir za razmatranje zadatka u nastavi matematike kroz tri faze (Slika 1).

Zadatak Zadatak Zadatak
Kako je predstavljen Kako ga je ucitel; Kako ga je ucenik
U nastavnim N pl:eds.ta.wo N realizirao e
mater 1] alima ucenicima . B
Realizacija
*karakteristike zadatka *karakteristika Ostvareno
*kognitivni zahtjevi *kognitivnih zahtjeva ucenje

Faktori
koji utje€u na ucitelja

koji utje¢u na ucenika

*Razredne norme
*Uvjeti zadatka

*Navike 1 spremnost
uéitelja i uéenika

*Ciljevi utitelja
*Poznavanje materije
*Poznavanje ucenika

Slika 1. Tri faze zadatka u nastavi matematike

Naime, zadaci koji su ponudeni u nastavnim materijalima imaju odgovarajuce karakteristike,
kognitivne zahtjeve 1 namjenu koriStenja. Ali, naCin na koji ucitelj interpretira 1 predstavlja
odabrani zadatak ucenicima, a jednako tako i nacin na koji ucenici razumiju 1 realiziraju
predstavljeni zadatak mogu transformirati zadatak do te mjere da to nije vise isti zadatak niti po

karakteristikama niti po kognitivnim zahtjevima.

Stein i sur. (1996) razmatraju tri vazne karakteristike zadataka: (F1) postojanje vise razlicitih
strategija kojima se zadatak moze rijesiti, (F2) postojanje viSe razli¢itih reprezentacija kojima se
moze predstaviti rjeSenje 1 (F3) postojanje zahtjeva da se objasne 1/ili opravdaju postupci rjeSavanja
(str. 460). Takoder, razmatraju Cetiri vrste misaonih procesa koji odreduju stupanj kognitivnog
zahtjeva u svrhu rjesavanja zadatka: (K1) prisjecanje zapamcenih formula, ¢injenica i sl., (K2 i K3)
upotreba postupaka i algoritama bez ili sa pozorno$¢u na koncepte koji stoje u pozadini kao i
njihovo razumijevanje i (K4) slozene strategije misljenja i zaklju¢ivanja: stvaranje pretpostavki,

interpretiranje, opravdavanje, refleksija i sl. (str. 461).



Kada ucitelj predstavlja zadatak uCenicima, on moze dati kratku 1 vrlo jednostavnu uputu (npr.
rijeSite ovaj zadatak), ali i1 prilicno razradenu uputu koja daje smjernice Sto se od njih ocekuje, na
koji nacin trebaju rjeSavati, na Sto trebaju pripaziti tijekom rjesavanja itd. (npr. ispitajte sva rjeSenja,
koristite viSe razliCitih metoda ili tocno odredenu metodu i sl.). Ovisno u kojoj mjeri poznaje
materiju, ali i u kojoj mjeri poznaje svoje uéenike i njihove potrebe, ucitelj moze mijenjati i svrhu

odabranog zadatka, a ovisno o danim uputama moze mijenjati i razinu kognitivnog zahtjeva.

Nadalje, predstavljeni zadatak ucenik moze realizirati na razli¢ite nacine: moze slijediti upute
ucitelja 1 provesti sve trazene zahtjeve, ali moze odabrati 1 neki svoj put. Nacin realizacije ovisi o
brojnim faktorima: prije svega o pravilima rada u ucionici (samostalno, u paru, grupi, uz pomo¢
ucitelja 1 sl.), o vremenu koje im je na raspolaganju za promis$ljanje o zadatku i rjeSavanje, o
dostupnim sredstvima, o navikama i spremnosti da strpljivo i ustrajno rade na zadatku, posebno

ako se radi o kognitivno zahtjevnijem zadatku.

Svaka od tih faza utjece na to u kojoj mjeri ¢e odabrani zadaci ostvariti svoju svrhu, odnosno u
kojoj mjeri ¢e u€enici rjeSavanjem postavljenih zadataka usvojiti odgovaraju¢e matematicke ideje
i koncepte te razviti odgovaraju¢e matematicko misljenje i vjestine. Jer, razlicite vrste zadataka
utjecu na razli¢ite misaone procese koje ucenici koriste dok rade na rjeSavanju zadataka, a kao
posljedica toga ostvaruju se odgovarajuci ishodi u€enja. Ukoliko ucitelj kroz postavljanje zadatka
ili uc¢enik kroz proces rjeSavanja zadatka mijenja karakteristike ili smanjuje kognitivne zahtjeve

zadatka, Zeljeno ucenje se nece ostvariti (Stein i sur., 1996; Sullivan i sur., 2013).

Na primjeru jednog geometrijskog zadatka u kojem treba utvrditi istinitost postavljene tvrdnje
ilustrirat ¢e se neke opisane karakteristike i na¢ini mijenjanja kognitivnih zahtjeva odabranog

zadatka u procesu postavljanja i rjeSavanja.

Zadatak 2.1: Romb BDEF upisan je u trokut AABC. Njegova dijagonala BE okomita je na

stranicu AC . Dokazite da je trokut AABC jednakokracan (Izvor: Zodik i Zaslavsky, 2007, str.
267).

Karakteristike zadatka: Zadatak se moze rijesiti na vise naina (F1). Za njegovo rjeSavanje
potrebno je izraditi vizualni prikaz kojim ¢e se prikazati svi zadani elementi, a u procesu rjesavanja

potrebno je povezati vizualni prikaz i odgovarajuéi simbolicki zapis (F2). U svrhu utvrdivanja



istinitosti danog zakljucka, potrebno je izvesti te jasno, sistematicno i korektno prikazati niz
logic¢kih zaklju¢ivanja, na temelju definicija i nekih svojstava trokuta i romba, a koji od
pretpostavki vode do konac¢nog zakljucka (F3). 1z opisanog je vidljivo da zadatak ima sve gore

navedene karakteristike.

Kognitivna zahtjevnost zadatka. Zadatak nije moguce rijesiti direktno primjenom nekog poznatog
postupka, niti je moguce unaprijed znati odgovarajuéi ishod, budu¢i da formulacija zadatka ne
ukazuje na to koje dvije stranice trokuta su jednakih duljina. Kako bilo koje dvije od moguce tri
stranice mogu biti jednakih duljina: |AB|=|AC|, |BA|=|BC]| ili |[CA|=|CB|, potrebno je provesti
detaljnu analizu prije izvodenja konac¢nog odgovora. Dakle, zadatak zahtjeva promisljanje,
uspostavljanje konceptualnih veza, funkcionalno povezivanje vizualnog prikaza i simbolickog
zapisa kako bi se opravdao tijek zakljucivanja i dao konacan odgovor. Sve upucuje na visoku
kognitivnu zahtjevnost postavljenog zadatka kojemu svrha moze biti upravo razvijanje opisanih

vjestina.

Geometrijski problem najéeSée je vezan uz izradu vizualnog prikaza. Sama izrada vizualnog
prikaza moze rjeSavanje problema olakSati ili otezati, bez obzira predstavlja li ga ucitelj s
odredenom svrhom ili ga stvara sam ucenik. Vizualni prikaz zadanog geometrijskog problema

moze se izraditi na razli¢ite nacine.

Ucenici najceS¢e jednakokracni trokut AABC crtaju kao Siljastokutni trokut s horizontalnom

osnovicom, a dulje stranice uzimaju za krakove, pri cemu nasuprot osnovici obi¢no stavljaju vrh A

ili vrh C (Slika 2).

B c 4 B
Slika 2. Prototipni jednakokra¢ni trokuti



U prvom slucaju, horizontalna osnovica je BC, a krakovi AB i AC, dok je u drugom slucaju

horizontalna osnovica AB, a krakovi su AC i BC. Dalje se razmatraju samo vizualni prikazi u

kojima je vrh A nasuprot osnovici.

Vizualni prikazi sa svim potrebnim oznakama za rjeSavanje ovog zadatak dani su na Slici 3. Ovako

postavljeni prikazi lako zavaraju ucenike, posebno one koji se uvelike oslanjaju na to ,,kako nesto

, Sto u ovom slucaju nije

izgleda“ jer ih mogu usmjeriti na pokusaj dokazivanja da je |AB| = |AC
moguce, osim u posebnom slucaju kada je AABC jednakostranicni trokut. Takoder, neki ucenici
polazec¢i od ovog vizualnog prikaza lako padnu u zamku da za pretpostavku uzmu da je |AB| = |AC|

pa na temelju pogresne pretpostavke izvedu zaklju€ak da je trokut AABC jednakostrani¢ni.

Slika 3. Vizualni prikaz problema s prototipnim trokutima

Naime, uz pogreSnu pretpostavku da je |AB| = |AC| izvodi se zakljuc¢ak da su unutrasnji kutovi

trokuta AABC uz vrhove B i C jednakih veli¢ina: <CBA= <ACB =«, a treci vrh je veli¢ine
XBAC = p . Kako dijagonala romba raspolavlja unutrasnji kut romba, povla¢enjem dijagonale BE

, koja je prema uvjetu zadatka okomita na stranicu AC , dobivaju se dva pravokutna trokuta ABCE

I AABE, kojima je jedan Siljasti kut veli¢ine XCBE = A(EBA=%. Preostali Siljasti kutovi su

velitine a = 900—% = f3, §to znaci da je f=a, odnosno da je trokut AABC jednakostraniéni

trokut. Tako ucenik, stvarajuci lazne pretpostavke u prototipnom vizualnom prikazu (gdje je

|AB|=|AC|), dovodi sebe u situaciju da problem ne moze rijesiti ili da svoj proces rjeSavanja

temelji na pogresnoj pretpostavci.



S obzirom da u zadatku nije navedeno koje su dvije stranice trokuta jednakih duljina, netko bi (bilo
ucenik sam ili ucitelj u svrhu odgovarajuceg u¢enja) mogao krenuti od vizualnog prikaza u kojem
je AABC jednakostrani¢ni trokut, $to je samo poseban slucaj zadanog problema (Slika 4).

A

B D C

Slika 4. Vizualni prikaz posebnog slucaja

Medutim, ovaj vizualni prikaz u sebi prikriva ishod koji treba dokazati (|BA| = |BC

), Cime se

problem otezava jer ucenici ne mogu na prvu vidjeti na $to se usredotociti i §to treba dokazati. U
takvoj situaciji neki se uc¢enici mogu osjecati bespomoc¢nima i brzo odustati, dio njih moze izvesti
zakljucéak da trokut jest jednakostrani¢ni sluzeéi se pogreSnom pretpostavkom, a tek poneki mogu

do¢i do valjanog zakljucka, bez ,,slijepog* oslanjanja na prikaz.

Ucitelj bi u€enicima mogao ponuditi i vizualni prikaz koji odrazava stvarno stanje, tj. u kojem je
AABC prikazan tako da su stranice, za koje treba dokazati jednakost (|BA| =|BC|), zaista na slici

prikazane sukladnim duZinama (Slika 5).

B D 4

Slika 5. Vizualni prikaz problema sa to¢nim odnosima

Ovaj vizualni prikaz olakSava problem i time smanjuje kognitivnu zahtjevnost zadatka jer direktno

ukazuje na ishod koji treba dokazati, tj. da je |BA|=|BC]|.



Konaéno, vizualni se prikaz moze temeljiti na trokutu AABC kojemu su sve stranice razlicitih
duljina, budu¢i da u zadatku nije istaknuto koje su dvije stranice jednakih duljina (Slika 6).

A

B D C

Slika 6. Vizualni prikaz problema za op¢i slucaj

Ovaj vizualni prikaz oteZava problem 1 time povecava kognitivnu zahtjevnost zadatka jer ni¢im ne
ukazuje na jednakost duljina dviju stranica, ve¢ se to tek treba otkriti. U procesu rjeSavanja treba
jasno povezati vizualni prikaz i simbolicki zapis u svrhu predstavljanja niza logic¢kih zakljucaka

kojima se utvrduje istinitost postavljene tvrdnje.

RjeSenje: Neka su unutrasnji kutovi trokuta uz vrhove A, B i C veli¢ine ¢, 1 yredom te neka je

dijagonala romba BE okomita na stranicu AC prema uvjetu zadatka. Povlacenjem dijagonale

romba unutar trokuta AABC nastaju dva pravokutna trokuta AABE i ABCE (Slika 7).

B D €

Slika 7. Vizualni prikaz problema za op¢i slucaj s oznakama

Koriste¢i ¢injenicu da dijagonala romba BE raspolavlja unutra$nji kut pri vrhu B, mogu se

razmatrati Siljasti kutovi pravokutnih trokuta AABE i ABCE . Ovi trokuti se podudaraju u jednom

B

Siljastom kutu koji je veli¢ine XEBA = £CBE = 5 To nadalje znaci da su i druga dva §iljasta kuta

B

ovih trokuta podudarna jer su oni veliine o = 900—5 =y . Drugim rije¢ima, unutra$nji kutovi



trokuta AABC pri vrhovima A i C jednakih su veli¢ina. Kako su u trokutu nasuprot kutova jednakih

veli¢ina i stranice jednakih duljina, tj. |BA|=|BC|, trokut AABC je jednakokra¢ni trokut s

krakovima BA i BC te osnovicom AC .4

Prema razmatranju procesa rjeSavanja prethodnog zadatka, vidljivo je kako svaki od vizualnih
prikaza moze utjecati na nacin kako ¢e ucenik pristupiti rjeSavanju problema, a otkrivanjem ili

prekrivanjem odredenih uvjeta kognitivni zahtjevi za ucenike se mijenjaju.

Buduc¢i da je zadaca ucitelja potaknuti uenike na u¢enje matematike, a klju¢ni medij za interakciju
izmedu ucenika i ucitelja su matematicki zadaci, pred uciteljem je izazov i odgovornost osigurati
razliCite vrste zadataka kako bi ucenici usvojili razli¢ite matemati¢ke koncepte s razumijevanjem i
razvili odgovarajue matematicke vjesStine. No, o vrstama zadataka i nacinu na koji se koriste
odabrani zadaci u nastavi matematike ovisi ne samo uc¢enje matematike ve¢ i kakvu ¢e sliku ucenici
razviti o matematici kao predmetu. Ako se ucestalo koriste racunski zadaci koji se rjeSavaju
,,Sablonski®, imitiranjem metoda koje ponudi ucitelj i primjenom zapaméenih algoritama, onda se
stvara slika matematike kao predmeta na kojem se uci racunati. Ali, ako se koriste kognitivno
zahtjevni zadaci za Cije rjeSavanje treba provesti istrazivanje, analizu, povezivanje sa prethodnim
znanjem, postavljanjem pretpostavki te opravdavanjem dobivenih rjesenja, onda se stvara slika
matematike kao predmeta koji osigurava razvoj razli¢itih znanja i vjestina. Ako se pri tome koriste
1 zadaci iz realnog Zivota, u€enje matematike dobiva puni smisao i stvara se slika matematike kao

predmeta koje je vrijedno truda (Stein i sur., 1996; Sullivan i sur., 2013).

Kako bi ucitelj mogao odabrati dobre zadatke u svrhu postizanja Zeljenog ucenja i razvijanja
pozitivne slike o matematici kao predmetu, potrebno je poznavati razlicite vrste zadataka, njihove
karakteristike 1 nacine realizacije te vrSiti balansiranje medu njima. Stoga se u sljedecoj cjelini

prikazuju razli¢ite vrste zadataka i opisuju njihove karakteristike.



3. Vrste matematickih zadataka

Postoje brojne klasifikacije i tipizacije matematic¢kih zadataka (Yeo, 2007; Foster, 2013; Jones i
Pepin, 2016). Poznavanje Kkarakteristika razli¢itih vrsta matemati¢kih zadataka, njihovih
mogucnosti 1 ogranic¢enja preduvjet je odabira optimalne mjere raznovrsnih zadataka u svrhu
ostvarivanja odgovarajucih ciljeva poucavanja. S obzirom da zadatak moze imati vise razli¢itih
karakteristika, razvrstavanjem zadataka prema razli¢itim kriterijima isti zadaci se mogu naci u
razli¢itim klasama i pod razli¢itim imenima pa je tim viSe vazno poznavati i razlicite klasifikacije

te njihove slicnosti i razlike.

Zadaci se mogu analizirati na razli¢ite nafine: prema sadrzaju (brojevi, varijable i funkcije,
geometrija, statisticki podaci i dr.), prema aktivnostima koje se provode (prikazivanje, ratunanje,
operiranje, konstruiranje, modeliranje, interpretiranje, tumacenje u odgovaraju¢em kontekstu,
argumentiranje, zakljuc¢ivanje 1 dr.), prema sloZenosti (potrebne osnovne ili viSe razine znanja),
prema broju i formi odgovora (nijedno, jedno, dva ili vie rjeSenja, rjeSenja su ponudena ili nisu
ponudena), prema broju i nacinu rjeSavanja (moze se rijesiti samo na jedan nacin ili je moguce vise
nacina, metoda je poznata ili treba pronaéi strategiju rjeSavanja), prema kontekstu (Cista

matematika ili realni svijet) itd.

U ovom radu predstavljaju se samo neke klasifikacije i tipizacije prirode matematickih zadataka
koje mogu sluZiti ucitelju kao dobar orijentir pri odabiru 1 balansiranju razli¢itih vrsta zadataka u
svrhu optimiziranja ishoda uc¢enja. No, to ne znac¢i da se 1 neke druge vrste zadataka ne mogu

smatrati korisnima i svrsishodnima.
3.1. Zadaci prema cilju

Jednu od najpoznatijih klasifikacija matematickih zadataka postavio je madarski matematiCar
George Polya prije gotovo 80 godina. U knjizi Kako ¢u rijesiti matematicki zadatak (1zvornik: How
to solve it, 1945) Polya sve matemati¢ke zadatke razvrstava na odredbene i dokazne, s obzirom na

cilj koji treba postici (Polya, 1966).

Odredbeni zadaci su karakteristicni prema glavnim dijelovima od kojih su sastavljeni:

nepoznanica, zadani podaci i uvjet, a njihov cilj je ,,odrediti izvjestan objekt, nepoznanicu zadatka“
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(Polya, 1966, str. 91). Kako bi se ostvario cilj, potrebno je uspostaviti vezu izmedu nepoznanice i
zadanih podataka, uz ispunjavanje postavljenog uvjeta. Nadalje, Polya navodi da odredbeni zadaci
da za odredbeni zadatak nije bitno $to je sadrzaj zadatka, ve¢ njegova forma, tj. glavni dijelovi od

kojih je sastavljen.

Primjer 3.1.1: Sin ima 4, a otac 32 godine. Odredite koliko ¢e godina imati sin kada otac bude od
njega stariji 3 puta.

Za uspjesno rjeSavanje odredbenog zadatka Polya naglasava da je, prije svega, vazno moci
prepoznati njegove glavne dijelove te uspostaviti vezu medu njima. U ovom zadatku zadani podaci
su godine sina i oca u nekom trenutku (4 i 32 godine), a nepoznanica je broj godina sina u nekom
drugom trenutku, koji je odreden zadanim uvjetom (u trenutku kada otac bude 3 puta stariji od
sina). Cilj je saznati godine sine u novom trenutku, a on se moze posti¢i kada se uspostavi

odgovarajuca veza izmedu nepoznanice i zadanih podataka na temelju zadanog uvjeta. ¢

Primjer 3.1.2: Odrediti plostinu trokuta, ako su duljine njegovih stranica u omjeru 3:4:5, a

njegov opseg iznosi 72 cm.

U ovom odredbenom zadatku zadani podaci su opseg trokuta (72) i mjerna jedinica duljine (cm),
a nepoznanica je plostina trokuta, odnosno broj koji govori o veli¢ini koju zauzima povrsina
trokuta. PloStina trokuta odredena je dimenzijama i oblikom trokuta $to se moZe saznati iz zadanog
uvjeta, a to je omjer duljina stranica trokuta (3:4:5). Cilj je saznati koliku povrS§inu zauzima
opisani trokut, a on se moze ostvariti ako se saznaju dimenzije trokuta (i oblik) te odabere

odgovarajuca formula za odredivanje plostine trokuta. 4

Dokazni zadaci su zapravo tvrdnje, a njihov cilj je ,,uvjerljivo pokazati da je izvjesna, jasno
formulirana tvrdnja istinita ili pak pokazati da je pogresna“ (Polya, 1966, str. 91). Kako su glavni
dijelovi tvrdnje pretpostavka (P) i zakljucak (Q), ona se obi¢no mogu iskazati u obliku implikacije
(P = Q) pa je cilj svakog dokaznog zadatka utvrditi istinitost zakljucka (Q) zadane tvrdnje uz

uvazavanje pretpostavke (P) te tvrdnje.

Primjer 3.1.3: Dokazite da je umnozak dvaju uzastopnih parnih brojeva djeljiv brojem 8.
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Sli¢no kao 1 kod odredbenih zadataka, Polya naglaSava da je za uspjesno rjeSavanje dokaznog
zadatka vazno mo¢i prepoznati njegove glavne dijelove te uspostaviti vezu medu njima. Za
prepoznavanje glavnih dijelova tvrdnje korisno je tvrdnju iskazati u obliku implikacije koristenjem
forme ,,Ako..., onda...“. U ovom slu¢aju, tvrdnja bi se mogla iskazati na sljede¢i na¢in: Ako su
dva prirodna broja parna i uzastopna, onda je njihov umnozak djeljiv brojem 8. U iskazu tvrdnje
oblikovane na ovaj nacin lako se prepoznaje da je pretpostavka (P): zadana su dva prirodna broja,
koja su parna i koja su uzastopna, a zakljucak (Q) je: umnozak tih dvaju brojeva je djeljiv brojem
8. Kako bi se postigao cilj, tj. utvrdila istinitost zakljucka (Q), potrebno je poznavati odgovarajuce
definicije i tvrdnje te uspostaviti korektan logicki slijed korektnih zakljuc¢aka koji ¢e povezati

pretpostavku (P) i zakljucak (Q), bilo direktno ili indirektno. ¢
Primjer 3.1.4: Dokazite da zbroj veli¢ina unutrasnjih kutova trokuta iznosi 180°.

Pretpostavka (Q) ove tvrdnje jest da je geometrijski lik trokut, kojemu su unutrasnji kutovi veli¢ine
a, B1 y. Zakljucak (Q) za kojeg treba ispitati istinitost jest da je zbroj veli¢ina kutova konstantan i
iznosi 180°, tj. o+ B+y =180° .4

Uz ove dvije vrste zadataka, Polya posebno izdvaja konstruktivne zadatke ¢iji je cilj konstruirati
geometrijsku figuru na temelju zadanih podataka i1 postavljenog uvjeta. lako ih Polya ukljucuje u
odredbene zadatke, konstruktivni zadaci ispunjavaju i karakteristike dokaznog zadatka jer je pri

konstruiranju figure potrebno utvrditi istinitost (jednoznaénost) svakog koraka.

Primjer 3.1.5: Konstruirati trokut kojemu su poznate duljine dviju stranica te duljina visine na

jednu od tih stranica.

S aspekta odredbenog zadatka, u ovom zadatku zadane su tri duZine, a nepoznanica je trokut. Uvjet
je da dvije zadane duzine budu stranice trokuta, a tre¢a duzina da bude visina na jednu od tih
stranica. Cilj zadatka je konstruirati trokut koji ispunjava postavljene uvjete. S aspekta dokaznog

zadatka treba ispitati postojanje figure i moguénosti konstrukcije.

Medu zadacima osnovnoskolske matematike najceS¢e dominiraju odredbeni zadaci, ali uz malo
znanja i vjestine dokazni zadaci se mogu preformulirati u oblik odredbenog i obratno. 1 jedni i

drugi mogu biti razli¢ite slozenosti.
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3.2.Zadaci prema kognitivnim zahtjevima

Za razliku od prethodno opisane klasifikacije koja razmatra zadatke prema cilju, pri ¢emu je za
uspjesno ostvarivanje cilja potrebno prepoznati glavne dijelove od kojih su sastavljeni, sljedeca
klasifikacija zadatke razmatra s aspekta razine matematickog misljenja koje je potrebno za

rjesavanje zadatka.

Na temelju petogodiSnjeg proucavanja karakteristika zadataka koji se koriste u nastavi matematike
s uc¢enicima visSih razreda osnovne Skole, od postavljanja do realizacije, Smith i Stein (1998) su
zakljucili da se svi matematicki zadaci mogu razvrstati u Cetiri kategorije s obzirom na kognitivnu
zahtjevnost koja se od ucenika trazi, odnosno s obzirom na razinu matematickog misljenja koja je
potrebna za uspjesno rjeSavanje odgovarajuéeg zadatka (str. 345): zadaci memoriranja, zadaci s
procedurama bez poveznica s konceptima, zadaci s procedurama uz poveznice s konceptima te

zadaci bavljenja matematikom.

Zadaci memoriranja su svi oni zadaci koji se mogu rijesiti reprodukcijom prethodno naucenih
pravila, formula ili definicija. To su zadaci s najnizim kognitivnim zahtjevima jer pravila, formule

1 definicije mogu biti nauc¢ene napamet, bez razumijevanja te ih se dovoljno prisjetiti i reproducirati.
Primjer 3.2.1: Iskazi pravilno mnozZenja dvaju razlomaka.

Kao odgovor na postavljeno pitanje uc¢enik moze re¢i: Dva razlomka mnoze se tako da im se

pomnoze brojnici i pomnoze nazivnici.

Ovaj zadatak zahtjeva samo iskazivanje, ali ne 1 objaSnjavanje, §to znaci da je dovoljno navesti
pravilo, koje je mozda u€enik naucio napamet, a da pri tome uopce ne razumije $to je razlomak,
niti §to znaci brojnik, a $to nazivnik. Za reproduciranje nau¢enog (napamet) nije potrebno uloziti

veci kognitivni napor. ¢

Zadaci s procedurama bez poveznice s konceptima su svi oni zadaci koji se mogu rijesiti
provodenjem odgovarajuce procedure ili algoritma ili primjenom odgovarajuc¢e formule i sl., a da
pri tome nije potrebno razumijevanje niti tumacenje onoga Sto se nalazi u pozadini provedenih

postupaka.
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Primjer 3.2.2: Pomnozi:

Nlw
o | oo

Ucenik bi mogao dati sljedeéi odgovor: %% = % = % No, iako je rezultat korektan, prikazani

proces nije dovrSen do kraja jer se razlomak jo§ moze skratiti, a skrac¢ivanje se moze provesti i prije

i nakon mnozenja razlomaka.

Ovaj zadatak zahtjeva samo rutinsko izvodenje operacije mnozenja i usmjeren je na davanje to¢nog
odgovora, ne i objasnjavanje provedene operacije mnozenja. To znaci da u¢enik do to¢nog rezultata
moze do¢i samo na temelju naucene i uvjezbane procedure mnozenja, a bez ikakvog razumijevanja
operacije mnozenja dvaju razlomaka. Za rutinsko izvodenje operacije nije potrebno uloziti veci

kognitivni napor. 4

Prema Smith i Stein (1998) ova dva tipa zadataka nazivaju se zadaci s nifim kognitivnim
zahtjevima jer za njihovo uspjes$no rjeSavanje nije potrebno uloziti ve¢i kognitivni napor, niti
razumijevanje svega onoga Sto se nalazi u pozadini provedenih aktivnosti, kao ni objasnjavanje
provedenog. Takvi zadaci od ucenika zahtijevaju samo rutinsko rjeSavanje ili primjenu pravila u

svrhu dobivanja to¢nog rjesenja.

Zadaci s procedurama uz poveznice s konceptima su svi oni zadaci za €ije rjeSavanje nije dovoljno
samo poznavati proceduru, algoritam ili pravilo ve¢ je potrebno razumijevanje koncepata i ideja
koji se nalaze u pozadini provedenih postupaka. Ovi zadaci Cesto zahtijevaju objasnjenje

provedenog postupka sto nije moguce dati bez odgovarajuceg teorijskog znanja i vjestina.

Primjer 3.2.3: Odredi koliko je jedna Sestina od jedne polovine. Svoje rjesenje prikazi sluzeci se

nekim geometrijskim likom (npr. pravilnim Sesterokutom) i objasni provedeni postupak.

Ucenik bi mogao postupiti tako da uzme dva pravilna Sesterokuta koja ¢ine jednu cjelinu pa je
jedan od njih polovina te cjeline. Zatim bi taj Sesterokut podijelio na 6 jednakih dijelova, odnosno
na 6 trokuta pa jedan trokut predstavlja Sestinu te polovine. Budu¢i da u dva Sesterokuta ima ukupno
12 trokuta, to je jedan trokut dvanaestina polaznog lika, odnosno Sestina od polovine je jedna

dvanaestina. Uz vizualni prikaz, zaklju¢ak se moze opisati i simbolicki (Slika 8).
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Slika 8. Odredivanje Sestine od polovine

U ovom zadatku zahtjeva se provodenje procedure uz vizualni prikaz i objaSnjenje. Za njegovo
uspjeSno rjeSavanje ucenik treba razumjeti pojam razlomka, operaciju mnozenja smjestiti u
kontekst, a u svrhu objasnjavanja povezati razliCite reprezentacije. Za funkcionalno povezivanje
razlicitih reprezentacija i konceptualno objasnjavanje provedenih postupaka potrebno je uloziti

veéi kognitivni napor. 4

Zadaci bavljenja matematikom su svi oni zadaci u kojima je potrebno uspostaviti funkcionalne
veze medu pojmovima, odabrati optimalnu strategiju, ispitati moguénosti i ograni¢enja, objasniti 1
konac¢no opravdati ispravnost provedenoga. Sve to zahtjeva sloZeno i ne-algoritamsko razmisljanje

te znacajan kognitivni napor, odnosno matematicko misljenje vise razine.

Primjer 3.2.4: Kreirati realnu situaciju u kojoj bi koristio %% a zatim rijesiti postavljeni

problem bez koristenja pravila, uz obrazlozZenje provedenog postupka.

Ucenik bi mogao dati sljede¢i odgovor: Za rucak mi je mama dala tri Cetvrtine pizze koju smo
narucili, ali ja sam pojeo samo dvije tre¢ine komada kojeg mi je dala. Koliki dio pizze sam zapravo

pojeo?

Zaklju€ak

2

3
Slika 9. Odredivanje dvije trecine od tri Cetvrtine
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U svrhu objasnjenja u¢enik moze nacrtati pravokutnik, podijeliti ga na Cetiri jednaka dijela i obojati
tri dijela kako bi istaknuo koliki komad pizze je dobio od mame. Taj komad je ve¢ podijeljen na tri
jednaka dijela pa svaki dio predstavlja tre¢inu dobivenog dijela, a kako je on pojeo dvije trecine,
drugo bojanje predstavlja komad pizze koji je pojeo. Gledajuci cijelu pizzu (polazni pravokutnik),

pojedeni dio predstavlja dvije etvrtine, odnosno polovinu pizze.

U ovom zadatku zahtjeva se odabir realnog konteksta i osmisljavanje problema ¢ije rjeSenje ¢e
odgovarati zadanoj operaciji mnozenja dvaju razlomaka, $to od ucenika zahtjeva promisljanje 1
kreativnost. Uz to, za uspje$no rjeSavanje zadatka potrebno je razumijevanje pojma razlomka,
konceptualno razumijevanje mnozenja dvaju razlomaka, fleksibilno koriStenje razlicitih
reprezentacija i njihovo funkcionalno povezivanje. Vidljivo je da za kreiranje realne situacije treba

uloziti zna¢ajan kognitivni napor, odnosno matematic¢ko misljenje vise razine. 4

Prema Smith i Stein (1998) posljednja dva tipa zadataka nazivaju se zadaci s visim kognitivnim
zahtjevima jer je za njihovo uspjesno rjeSavanje potrebno uloziti vec¢i kognitivni napor. Takvi
zadaci od ucenika zahtijevaju dublje razumijevanje matematickih koncepata, procesa ili odnosa,
analizu i1 odabir prikladne strategiju, fleksibilno koristenje razli¢itih reprezentacija, funkcionalno

povezivanje razli¢itih pojmova, sintezu, tumacenje, objaSnjavanje i dr.

Medu zadacima osnovnoSkolske matematike najceS¢e dominiraju zadaci s niZim kognitivnim
zahtjevima, a vrlo malo zadataka s visim kognitivnim zahtjevima. Ali, i jedni i drugi mogu biti
razli¢ite sloZenosti. Uz malo znanja 1 vjeStine, zadacima se moze mijenjati kognitivna zahtjevnost

ovisno o cilju koji se Zeli postiéi.
3.3.Zadaci prema didakti¢koj ulozi

Proucavajuci razliite vrste zadatka, Yeo (2007) poseban fokus stavlja na svrhu koju pojedini
zadaci mogu imati u nastavi matematike jer razliciti zadaci sluze za razvoj i njegovanje razlicitih
vjestina, znanja i misljenja. Tako ¢e kroz neke zadatke ucenici razvijati osnovne proceduralne
vjestine, dok ¢e kroz druge razvijati razliCite strategije 1 metode (npr. strategije rjeSavanja
problema, strategije prebrojavanja, bojanja itd.; metodu nabrajanja, tablice, metodu rada unatrag,
vizualnu metodu, metodu ispitivanja slucajeva itd.), zatim stjecati nova znanja, razvijati razlicite

matematicke procese (istrazivanje, analiziranje, sintetiziranje, opravdavanje i dr.), usvajati nacin
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matematicke komunikacije (verbalno, vizualno, simbolicki) itd. Svaki bi ucitelj, smatra Yeo, trebao
poznavati razliite vrste zadataka i njihove karakteristike kako bi odabirom i postavljanjem
razlicitih zadataka omogucio svojim ucenicima ne samo stjecanje proceduralnih vjestina, veé
razvoj matematickog razumijevanja i kompetencija, jednako kao i razvoj interesa i spremnosti za

bavljenje matematikom (Yeo, 2007).

Prema opisanim namjenama, Yeo daje jednu ,,grubu* podjelu na zadatke koji su matematicki bogati
I one Koji nisu matematicki bogati, naglasavajuci da se pri svakoj klasifikaciji mogu pojaviti sive
zone, pa tako 1 u ovom slucaju, jer jedan te isti zadatak moZze imati karakteristike obiju klasa, a

mogu postojati i zadaci koji ovom klasifikacijom nisu obuhvaéeni (Slika 10).

Matemati¢ki bogati zadaci su u pravilu zadaci koji su izazovni i slojeviti te osiguravaju stjecanje
novog znanja, konceptualnog razumijevanja, razvoj strategija rjeSavanja problema, razvoj
analitickog 1 sintetickog miSljenja, razvoj kreativnosti, metakognicije (znanja o znanju) i dr. Medu
njima Yeo posebno razmatra problemske zadatke (krac¢e problemi), istrazivacke zadatke i zadatke
postavljanja problema, zatim zadatke vodenog otkrivanja, razlicite vrste kontekstualnih zadataka
te zadatke otvorenog tipa. Svaki od opisanih tipova zadataka moze se koristiti s to¢no odredenom
namjenom, ali medu njima ima i preklapanja. Takoder, svaki od njih moze varirati od
jednostavnijeg do slozenijeg, $to ne ovisi samo o strukturi zadatka ve¢ i o u¢enicima koji rjeSavaju

postavljeni zadatak.

Matematicki zadaci

T

Matematicki bogati Zadaci koji
zadaci nisu matemati¢ki bogati

T~ -

e - . . o - . ++ Proceduralni zadaci
Analiticki zadaci Sinteti¢ki zadaci & zadaci rije¢ima®
Npr. Npr.
Problemski zadaci <+ Postavljanje problema

*o ot
e e

Istrazivacki zadaci
Projektni zadaci

3

o

Slika 10. Klasifikacija zadataka prema namjeni poucavanja
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Zadaci koji nisu matemati¢ki bogati su zadaci koji su u pravilu manje atraktivni i nisu izazovni,
a glavna svrha im je omoguciti u¢enicima uvjezbavanje postupaka koji su obradeni na nastavi. Na
primjer, odredivanje vrijednosti aritmetickog izraza, rjeSavanje linearnih, kvadratnih i drugih
jednadzbi, odredivanje opsega i plostine geometrijskih likova itd. I ovi su zadaci vazni jer ucenici
trebaju ste¢i odgovaraju¢e proceduralne vjestine buduc¢i da su upravo te vjeStine potrebne u
nepoznatim situacijama i rjeSavanju matemati¢ki bogatih zadataka (Smith i Stein, 1998; Yeo,
2007). Medu ove zadatke Yeo uvrstava i ,,zadatke rije¢ima‘ kroz koje uc¢enik uvjezbava ono $to je

ucitelj prethodno poucavao.

Prema opisanome mozZe se uociti da donekle postoji podudarnost izmedu klasifikacija koju izlazu
Yeo te Smith i Stein. Naime, matematicki bogati zadaci su zasigurno zadaci visih kognitivnih
zahtjeva, pri ¢emu Yeo specificira razli¢ite vrte unutar njih, dok zadaci za koje Yeo smatra da nisu
matematicki bogati, iako jesu vazni, odgovaraju zadacima nizih kognitivnih zahtjeva koje opisuju

Smith i Stein. U nastavku se daju primjeri zadataka te kojoj vrsti pripadaju kako to navodi Yeo.

Problemski zadaci ili problemi. Prema Hendersons i Pingary (1953), zadatak treba ispunjavati tri

uvjeta da bi se smatrao problemom:

1) onaj tko rjesava zadatak treba biti svjestan jasno postavljenog cilja i Zeljeti ga postici

2) na putu do postavljenog cilja postoji neka prepreka, a do tada poznate metode i procedure
nisu dovoljne za otklanjanje te prepreke u svrhu postizanja cilja

3) kako bi rjesavatelj problem jasno razumio, identificirao razli¢ite mogucnosti i testirao ih

treba uloZiti ve¢i kognitivni napor 1 dublje promisljanje.

Drugim rije¢ima, svaki zadatak u kojem je cilj jasan, ali se ne moze odmah odrediti koliko rjeSenja
ima ili metoda kojom bi se doslo do rjeSenja mogao bi se smatrati problemskim zadatkom.
Medutim, je li neki zadatak problem ne moze se razmatrati odvojeno od onoga tko ga rjeSava. Jer,
obi¢ni proceduralni zadatak moze za nekog ucenika biti problem ukoliko ne poznaje metodu
rjeSavanja (npr. treba rijesiti kvadratnu jednadzbu, a poznaje rjeSavanje samo linearnih jednadzbi).
Ali, isto tako, ako su ucenici neko vrijeme bili izloZeni rjeSavanju odgovaraju¢ih problemskih
zadataka, nakon odgovarajuce vjezbe takvi zadaci mogu postati obi¢ni rutinski zadaci. Stoga, je li

neki zadatak problem, nije svojstvo koje je inherentno matematickom zadatku, ve¢ to ovisi 0
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prethodnom znanju, iskustvu i sposobnostima onoga tko rjesava taj zadatak u zadanom trenutku
(Yeo, 2007).

U procesu trazenja puta do rjeSenja i otklanjanja mogucih prepreka koje se na tom putu pojave,
ucenici moraju povezati razli¢ite matematicke koncepte te pronaci odgovarajucu strategiju i
metodu. Stoga je glavna svrha problemskih zadataka razvijanje razliCitih strategija i metoda
rjeSavanja te povezivanje matematickih koncepata kao i njihovih reprezentacija ¢ime se i misljenje

ucenika podize na vis$u razinu.
Primjer 3.3.1: Odrediti posljednju znamenku broja 3%°°.

Cilj zadatka je jasan (odrediti posljednju znamenku potencije), ali u¢enicima koji nikada nisu bili
izloZeni zadacima ove vrste, ovaj zadatak moze biti problem jer za njih nije odmah vidljiva metoda
koju bi mogli koristiti u svrhu otkrivanja posljednje znamenke. Stoga je svrha ovog zadatka pronaci
neku strategiju kojom bi se mogao uociti obrazac ponasanja posljednje znamenke, a zatim

prepoznati koji dio obrasca predstavlja upravo 2007. znamenku.

Medutim, nakon $to ucenici rijeSe odgovarajuci broj slicnih zadataka, ovaj zadatak viSe nece biti

problem jer ¢e im metoda biti poznata.

IstraZivacki zadaci. Ukoliko u zadatku treba neSto istraziti, ali nije jasno navedeno §to treba
istraziti, onda takav zadatak izlazi izvan okvira problemskog zadatka te se naziva istrazivacki
zadatak. Pri tome, matematicko istrazivanje podrazumijeva sustavno istrazivanje nepoznate

situacije u svrhu otkrivanja matematickih karakteristika.

Problemski zadatak se u pravilu moze jednostavno preformulirati u istrazivacki zadatak tako da se
cilj zadatka ne postavi jasno, ve¢ ucenik sam postavlja cilj koji Zeli istraziti. S obzirom da razli¢iti
ucenici mogu postaviti razlicite ciljeve, istrazivacki zadaci poticu divergentnu aktivnost, dok kod
problemskog zadatka postoji samo jedan cilj koji treba posti¢i pa oni poticu konvergentnu
aktivnost. Takoder, budu¢i da ucenici najprije trebaju sami odrediti cilj, oni zapravo prvo trebaju
postaviti ono §to ¢e rjeSavati, a tek onda rjeSavati pa istrazni zadaci ukljucuju 1 postavljanje

problema (Yeo, 2007).
Primjer 3.3.2: Istraziti potenciju broja 3.
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S obzirom da u ovom zadatku nije specificirano $to treba istraziti, jedan ucenik moze istrazivati
kako se mijenja posljednja znamenka, a drugi u¢enik kako se mijenjaju posljednje dvije znamenke
u potencijama broja 3, dok tre¢i ucenik moze istrazivati kako se mijenja zbroj svih znamenki

potencije broja 3 itd.

Svrha ovog zadatka jest pruziti uéenicima priliku da kroz divergentnu aktivnost samostalno
istrazuju nepoznatu situaciju, postave sami neki problem, a zatim ga odabirom odgovarajuce

strategije rijese, u skladu sa svojim predznanjima i sposobnostima.

Zadaci postavljanja problema. Potreba za postavljanjem problema moze se javiti u razli¢itim
situacijama. Tako se kod istrazivackih zadataka odmah na pocetku, nakon odredivanja cilja,
postavlja problem, koji se potom i rjeSava. Medutim, pri rjeSavanju sloZenijeg problema, moze se
u nekom trenutku postaviti neki jednostavniji, srodni problem, koji ¢e pomoci za rjeSavanje
polaznog problema. Takoder, nakon rjeSavanja nekog problema, mogu se generirati novi problemi
tako da se mijenja cilj ili neki uvjet unutar zadatka. Na primjer, nakon rjeSavanja problemskog

zadatka iz primjera 3.3.1. netko bi mogao postaviti sljedeci zadatak.

2007
4

Primjer 3.3.3: Odrediti posljednju znamenku broja ili Istraziti potenciju broja 4.

Medutim, kod zadataka postavljanja problema glavna svrha nije postaviti problem za rjeSavanje,
ve¢ postaviti originalan, zanimljiv i slozeni zadatak. U tom smislu, svaki u¢enik problem postavlja
u skladu sa svojom kreativno$c¢u i znanjem pa se umjesto o to¢nim odgovorima moze govoriti o

valjanim odgovorima.

Zadaci postavljanja problema takoder poti¢u na divergentnu aktivnost, u kojoj svaki ucenik moze
raditi u skladu sa svojim sposobnostima i prema svojoj razini znanja, a zahtjeva i razumijevanje
odgovaraju¢ih koncepata koji dovode do povezivanja pojedinih dijelova u jednu cjelinu. Na taj se
nacin razvija sinteticko misljenje i vjestina sintetiCkog povezivanja razli¢itih elemenata u jednu

funkcionalnu cjelinu.

Primjer 3.3.4: Napisite problem koji ¢e dovesti do formiranja jednadzbe 5x—2 =233, a zatim

rijesite jednadzbu i odgovorite na pitanje u svojem problemu.
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U ovom zadatku svrha je osmisliti neki problem iskazan rijeCima koji sadrzi matematicke elemente
1 koji ¢e za potrebe rjeSavanja trebati jednadzbu koja je zadana. U ovom procesu naglasak je vise
na osmisljavanju originalne i zanimljive price, dok je rjeSsavanje postavljenog problema u drugom
planu. Zato u ovom procesu najviSe do izrazaja dolaze ucenici koji su snalazljivi, kreativni i

originalni.

Zadaci vodenog otkrivanja. Zadaci mogu biti strukturirani tako da prolaskom kroz razli¢ite faze
ucenik samostalno otkriva neke matematicke ¢injenice, formulu, pravilo i sl., a ucitelj u svakom
trenutku moze pomo¢i uc¢eniku ukoliko je potrebno. I u ovim zadacima ucenici samostalno istrazuju
u svrhu otkrivanja cilja, ali za razliku od istrazivackih zadataka, njegovo istrazivanje je vodeno
strukturom koju je osmislio uéitelj i usmjereno je k cilju kojeg je osmislio ucitelj. Takoder, u ovim
zadacima glavna svrha je otkrivanje postavljenog cilja, dok je kod istrazivackih zadataka proces
istrazivanja vazniji od cilja. Osim toga, u istrazivackim zadacima moguce je da ucenici dodu do
otkrica koje ucitelj uopcée nije imao na umu, dok se kod zadataka s vodenim otkrivanjem tako nesto

rijetko dogada (Yeo, 2007).

Primjer 3.3.5: Unutar zadanog kruga istraziti odnos izmedu jednog obodnog kuta i sredisnjeg kuta

nad istim kruznim lukom.

Svrha postavljenog zadatka jest otkriti odnos da je sredisnji kut dva puta vec¢i od pripadnog
obodnog kuta 1 bez obzira je li sam proces otkrivanja vise ili manje strukturiran, ishod tog procesa

je uvijek samo jedan: Sredisnji kut je dvostruko veci od pripadnog obodnog kuta.

Prethodni zadatak moze biti i istrazivacki ako se cilj otvori, npr. da zahtjev zadatka bude da se
istraze obodni i srediS$nji kutovi nad bilo kojim kruZznim lukom. U tom slu¢aj, ucenici mogu otkriti
ne samo jednu relaciju veé¢ vise njih: osim opisanog odnosa, netko od u¢enika moze otkriti da su
svi obodni kutovi nad istim ili sukladnim kruznim lukovima podudarni, netko drugi moze otkriti da
je obodni kut nad promjerom kruznice pravi ili da su nasuprotni obodni kutovi nad istom tetivom

suplementarni i dr.

Svi prethodno opisani zadaci bavili su se iskljucivo ,,¢istom matematikom®, sadrzajem unutar
apstraktnog matematickog konteksta, zato se oni jo§ nazivaju i akademski zadaci. U njima ni na

koji nacin nije ukljucen kontekst stvarnog svijeta.
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Kontekstualni zadaci. Ukoliko se unutar zadatka koriste iskustva iz stvarnog zivota (cijene
proizvoda, dimenzije objekata i sl.) zadaci se nazivaju kontekstualni zadaci. Ako su podaci iz
stvarnog svijeta izmiSljeni, onda se zadaci jo§ nazivaju i fiktivni ili polu-realni zadaci, a ukoliko
zadatak razmatra stvarne podatke i situacije iz realnog Zivota, onda se oni nazivaju autentic¢ni

zadaci. Ovi zadaci mogu biti zadani na razli¢ite nacine: kao problemski, istrazivacki, projektni itd.

Praksa pokazuje da kontekstualni zadaci koji su povezani s iskustvima ucenika imaju veliki
potencijal za izazov i angazman ucenika i upravo kroz rad na tim zadacima ucenici vide smisao

ucenja matematike (Yeo, 2007; Sullivan i dr. 2013).

Primjer 3.3.6. U liftu jedne zgrade stoji natpis ,, Lift prema gore moze nositi najvise 14 osoba ‘. U

Jutarnjoj guzvi, 269 osoba se zeli popeti ovim liftom. Koliko puta lift mora i¢i prema gore?

Na prvu bi se broj 269 mogao samo podijeli s 14 i ustanoviti da vrijedi 269 =19-14+ 3 te zakljuciti
kako lift treba i¢i najmanje 20 puta prema gore, kako bi sve osobe stigle na svoje odrediste.
Medutim, kako se radi o stvarnoj zivotnoj situaciji (autenti¢ni zadatak) prirodno je razmatrati
mogucnosti realnog konteksta, npr. da lift ne¢e uvijek biti pun, §to dovodi do razli¢itih odgovora

na postavljeno pitanje.

Glavna svrha kontekstualnih zadataka je osiguravanje okruzenja u kojem ¢e ucenici imati priliku
analizirati, tumaciti, uocavati obrasce, zakljucivati, stvarati generalizacije itd., odnosno razvijati 1
analiticko i sinteticko miSljenje. No, najvaznije od svega jest da ti zadaci za uéenike imaju nekog
smisla. Na primjer, u¢enici mogu dobiti zadatak da istraze kako bi optimalno mogli organizirati
jednodnevni izlet. Ukoliko u€enici razmi$ljaju samo o hipotetskom izletu, onda je zadatak polu-

realisti¢ni, ali ako ¢e oni i po¢i na taj izlet, onda je to autenti¢ni zadatak i za njih ima vise smisla.

Zadaci otvorenog tipa. S obzirom da se zadatak moze razmatrati kroz razlicite aspekte: prema
cilju, metodi rjeSavanja, vrsti odgovora, postojanju smjernica za rjeSavanje i sl., otvorenost zadatka

moze ovisiti o svakom od tih aspekata. Yeo (2007) razmatra tri vrste otvorenosti:

(1) Otvorenost zadatka koja ovisi o uceniku. Zadatak u kojem postoji viSe razli¢itih metoda kojima
se moze do¢i do rjeSenja, smatra se otvorenim s obzirom na metodu te o u¢eniku ovisi koju ¢e
metodu koristiti. Na primjer, problemski zadatak s viSe nacina rjeSavanja. Oni se Cesto koriste

za razvoj ili otkrivanje kreativnosti, a poznati su 1 kao ,,multiple solution task®.
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(2) Otvorenost koja je svojstvena zadatku. Ako zadatak ima vi$e korektnih rjeSenja (dva, tri, ...,
konacno ili beskona¢no mnogo) onda je on otvoren s obzirom na odgovor (kraj). Na primjer,
problemski zadatak s vise korektnih rjeSenja, koji je poznat i kao ,,open-ended task“. Takoder,
ukoliko cilj zadatka nije jasno postavljen pa je moguce ostvariti vise razlicitih ciljeva, zadatak
se smatra otvorenim s obzirom na cilj. Na primjer, takvi su istrazivacki zadaci. Nadalje, kod
autenti¢nih zadataka ne postoje tocni odgovori ve¢ se moze posti¢i vise valjanih odgovora pa
se i oni smatraju otvorenim zadacima. Ovi zadaci se obi¢no mogu rjeSavati na vise razlicitih

nacina pa se takoder mogu koristiti za razvoj i otkrivanje kreativnosti ucenika.

(3) Otvorenost koja ovisi o iskazu zadatka. Ako je zadatak dovoljno slozen, a u iskazu zadatka ne
postoje smjernice kako doc¢i do rjesenja, onda se zadatak smatra otvorenim. S obzirom da se
takav zadatak moze preformulirati kako bi se osigurale smjernice za rjeSavanje zadatka, ova
karakteristika ne smatra se da je svojstvena samom zadatku ve¢ ovisi o na¢inu na koji je zadatak

iskazan.

Jedan zadatak moze biti otvoren kroz viSe aspekata istovremeno. Na primjer, zadaci s vise
korektnih rjeSenja obi¢no se mogu rijesiti na vise razli¢itih nacina pa imaju viSestruku ulogu u

ucenju i poucavanja, ali i u vrednovanju znanja.

Primjer 3.3.7. U sobi se nalazi 10 osoba i svatko od njih se rukovao sa svakim tocno jednom.
Odredite koliko je ukupno bilo rukovanja.

Zadatak je povezan s iskustvom i postoji samo jedno rjeSenje, do kojeg se moZe doci na vise

razli¢itih nacina pa je to primjer zadatka koji je otvoren s obzirom na metodu.

Primjer 3.3.8: Tocke A(4,-4), B(9,6), C(-2,4) i D(x,y) vrhovi su romba. Odredite

koordinate tocke D koja je cetvrti vrh romba.

U ovom se zadatku ne mozZe izravno doc¢i do rjeSenja primjenom nekog poznatog postupka veé
zahtjeva misljenje vise razine pa spada u grupu problemskih zadataka. Kako ovaj zadatak ima vise
mogucih rjeSenja on je otvoren s obzirom na odgovor. Medutim, s malo vjezbe ovaj zadatak moze
postati rutinski zadatak, ali on je i dalje otvoren s obzirom na odgovor jer je to karakteristika

svojstvena zadatku.
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Primjer 3.3.9. Koriste¢i karton kvadratnog oblika oblikujte kutiju (otvorenu odozgor)

maksimalnog volumena.

U ovom zadatku cilj je jasan (trazi se oblikovanje otvorene kutije) pa zadatak nije otvoren s
obzirom na cilj. Takoder, rjeSenje zadatka je jedinstveno (postoji samo jedan to¢an odgovor) pa
zadatak nije otvoren ni s obzirom na odgovor. Medutim, zadatak je prilicno slozen, a u iskazu
zadatka nema nikakvih potpitanja ili smjernica koje vode prema rjesenju pa ucenik koji prvi put
vidi ovaj zadatak mozda nece znati kako zapoceti. Stoga je ovo primjer zadatka koji je otvoren s

obzirom na iskaz.

Suprotno od matematicki bogatih zadataka koji su zadaci visih kognitivnih zahtjeva, ¢esto otvoreni,
poticu divergentne aktivnosti itd., zadaci koji nisu matematicki bogati su zadaci nizih kognitivnih
zahtjeva i obi¢no su zatvoreni zadaci. Zatvoreni zadaci su u suprotnosti s otvorenim zadacima: cilj
je jasno naveden u iskazu zadatka, imaju samo jedan to¢an odgovor, metoda za njihovo rjeSavanje
je dobro poznata i moguce ju je uvjezbati itd. Na primjer, proceduralni zadaci. lako, uvijek postoje

sive zone (Yeo, 2007).

Medu zadacima osnovnoskolske matematike najceS¢e dominiraju zadaci koji nisu matematicki

bogati iako uz malo znanja i vjeStine, oni se mogu obogatiti ovisno o cilju koji se Zeli postici.
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4. RjeSenje matematiCkog zadatka

Najcesca zadaca uCenika u nastavi matematike jest rijeSiti matematicki zadatak. No, Sto znaci
rijesiti zadatak, Sto moZe biti rjeSenje zadatka te kako rijesiti zadatak? Odgovori na ta pitanja

razmatraju se u klasi odredbenih zadataka.

Pod izrazom rjesenje zadatka podrazumijeva se matematicki objekt koji se trazi, a koji udovoljava
uvjetima zadatka. S aspekta broja rjeSenja odredbenog zadatka, zadatak moze biti bez rjeSenja
(kada nijedan objekt ne udovoljava uvjetima zadatka), moze imati jedno rjeSenje (zadatak s
jedinstvenim rjeSenjem), ali moze imati dva ili viSe rjeSenja kojih moze biti kona¢no mnogo
(zadatak s viSe, ali kona¢no rjesenja) ili beskonac¢no mnogo (zadatak s beskonacno rjeSenja). U
skladu s tim, rijesiti zadatak zna&i odrediti sve matematicke objekte koji udovoljavaju uvjetima
zadatka (ili re¢i da takvih objekata nema), odnosno odrediti skup rjesenja (Slika 11). Korektan

odgovor jest onaj odgovor koji obuhvaca sva moguca rjesSenja.

Matematicki zadatak

Prpcesi
rjefavanj

J

i Skup

S

SERONCEY

Prazan skup Jedinstveno Dva ili vise rjeSenja
Nema rjeSenja rjeSenje (konaéno ili beskona¢no mnogo)

Slika 11. Zadatak, proces rjeSavanja i rjeSenje

Da bi se odredilo rjesenje zadatka potrebno je pronaéi put od zadanih elemenata do cilja
(nepoznanice) zadatka. Za proces otkrivanja puta od poznatog do nepoznatog, odnosno za proces
trazenja odgovarajuceg objekta koji udovoljava uvjetima zadatka koristi se naziv nacin rjeSavanja

ili proces rjesavanja zadatka.

25



U svojoj knjizi Kako cu rijesiti matematicki zadatak? Polya razmatra proces rjesavanja slozenog
odredbenog matematickog zadatka u Cetiri faze: (1) faza razumijevanja, (2) faza stvaranja plana,

(3) faza izvrSavanja plana i (4) faza osvrta (Polya, 1966, str. 5).

Faza razumijevanja. Zadatak mozZe biti zadan tekstom, vizualnim prikazom ili simbolickim
zapisom, a obi¢no je kombinacija viSe zapisa. Stoga faza razumijevanja zapocinje ¢itanjem zadatka
u svrhu prepoznavanja glavnih elemenata te stvaranjem osnovne predodzbe o putu prema cilju.
Zatim je potrebno ste¢i dublje razumijevanje ponovnim citanjem i razmisljanjem o mogucim
vezama izmedu pojedinih elemenata zadatka u svrhu stvaranja plana puta do rjeSenja. Ukoliko nije
zadan, ve¢ na samom pocetku korisno je izraditi vizualni prikaz u kojem se lakSe uo€avaju potrebne
veze i uvesti oznake svih elemenata koje ¢e se koristiti u simbolickom zapisivanju. Ukoliko je
vizualni prikaz zadan potrebno je unutar njega prepoznati potrebne elemente i moguce veze. Veé
na samom pocetku treba ste¢i neku procjenu, privremeni odgovor, slutnju o mogu¢em ishodu, a

tek onda zapoceti sa stvaranjem plana.

Faza stvaranja plana. Nakon ¢itanja i analiziranja zadane situacije potrebno je povezati zadane
elemente s odgovaraju¢im definicijama, tvrdnjama, pravilima, prisjetiti se sli¢nog zadatka (ako
postoji), metode kojom se rjesavao itd. Tijekom tog procesa potrebno je odabrati odgovarajuc¢u
strategiju, metode, nadin zapisivanja, a zatim uocene veze zapisati u formalnom obliku kroz
jednadzbu, formulu, graf i dr. Pri tome je vazno voditi raCuna o uskladenosti oznaka u tekstu i
vizualnom prikazu kako bi se daljnji proces mogao kontrolirati, a rezultat provjeriti i interpretirati
u skladu sa zadanim elementima. Tijekom stvaranja plana vazno je stvoriti glavnu ideju kako do¢i
do cilja, §to nije uvijek ni brzo ni jednostavno, a ovisi 0 mnogim faktorima: iskustvu, predznanju,

dosjetljivosti, spretnosti, strpljivosti itd.

Faza izvr§avanja plana. Nakon Citanja i razumijevanja zadane situacije te mudro odabranih
procedura na temelju osmisljenog plana rjeSavanja faza izvr§avanja plana prili¢no je jednostavna:
preostaje pazljivo provesti odabrane postupke i racune do kraja, vodeéi racuna o jasnom i
sistemati¢énom zapisivanju svih kljuénih koraka kako bi se provedeni proces mogao kontrolirati.
Provoditi bilo kakve procedure i ra¢une bez analiziranja zadane situacije, prepoznavanja glavnih
elemenata te uspostavljanja formalnih veza medu svim potrebnim elementima besmisleno je i

najcesce osudeno na neuspjeh.
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Faza osvrta. Proces rjeSavanja zadatka ne zavrSava pukim odredivanjem rjeSenja, ve¢ tek kada se
napravi osvrt na sve provedeno: ima li dobiveno rjeSenje smisla, postoji li jo§ neko rjesenje, jesu li
svi provedeni postupci korektni, postoji li neka druga metoda kojom se moze efikasnije do¢i do
rjesenja itd. Upravo se kroz refleksiju razlicitih procesa rjeSavanja istog zadatka mogu prepoznati
razli¢ite metode, njihove slinosti i razlike i na taj nacin razvijati razliCite strategije rjeSavanja
zadataka. Strategije usvojene na takav nacin efikasnije se mogu primijeniti pri rjeSavanju drugih

zadataka.

Iako su ove faze opisane linearno, u praksi se one najeSce ne ostvaruju linearno jer je proces
rjeSavanja zadataka, posebno matematicki bogatih zadataka, naprijed-nazad proces: kad u nekom
dijelu proces rjesavanja zapne, dobro je odmah vratiti se korak-dva natrag i ponovno pokusati, a

zatim nastaviti dalje i tako redom (Antunovic¢-Piton, B., Baranovi¢, 2022; Slika 12).

N

Stvaranje plana

/

Slika 12. Proces rjeSavanja odredbenog zadatka

Izvr§avanje plana

Proces
rjeSavanja
zadatka

Razumijevanje

Razli¢ite vrste zadataka zahtijevaju razliCite pristupe u rjeSavanju, ali svaki zadatak koji je
postavljen ima neki svoj zahtjev i uvjete. Rijesiti zadatak znaci odgovoriti na taj zahtjev u skladu s

postavljenim uvjetima, pri ¢emu treba razmotriti sve moguénosti i ustanoviti da drugih nema.

lako se Polya u svojoj knjizi najviSe bavio odredbenim zadacima, sli€na procedura se moze
primijeniti i na dokazne zadatke, odnosno pri utvrdivanju istinitosti zadane tvrdnje. Proces
dokazivanja zasigurno treba zapoceti fazom razumijevanja i razlu€ivanjem glavnih dijelova:
pretpostavke (P) i zakljucka (Q). Ukoliko je moguée korisno je izraditi i vizualni prikaz unutar
kojeg ¢e se vidjeti svi potrebni elementi 1 moguce veze. Zatim treba osvijestiti definicije, aksiome

1 teoreme koji su potrebni za uspostavljanje niza zakljucaka, a posebno koji je predzadn;ji zakljucak
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(Q") iz kojeg ¢e slijediti trazeni zakljucak (Q), ¢ime je osiguran dobar dio plana. Tek nakon toga
slijedi izvodenje niza korektnih logickih zaklju¢ivanja, bilo direktno ili indirektno, na temelju kojih
¢e se utvrditi istinitost zakljuc¢ak (Q). Kona¢no, nakon osvrta potrebno je reci §to je provedenim

procesom utvrdeno.

Opisani proces rjeSavanja, posebno kognitivnho zahtjevnih zadataka, jednako kao 1 proces
utvrdivanja istinitost tvrdnje nije nesto Sto se uci spontano ili pukim ponavljanjem onoga Sto je
ucitelj predstavio. Ti procesi zahtijevaju znanje, vjestinu i promisljeno vodstvo ucitelja kroz

balansiranje razlicitih vrsta zadataka.

U sljede¢em poglavlju, kroz nekoliko odabranih zadataka razmatra se cjeloviti proces rjeSavanja u

svrhu otkrivanja njihovih mogucih potencijala.
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5. Didakticki potencijal jednog zadatka

Jedan od nacina odredivanja potencijala nekog matematickog zadatka jest kada ucitelj proucava
proces rjeSavanja zadatka u svrhu otkrivanja mogucéih strategija i metoda rjesavanja, kao i potrebnih
znanja i vjestina koje ucenici trebaju imati da bi mogli rijesiti taj zadatak. Tijekom tog procesa
moguce je uociti i teSkoce na koje ucenici mogu naici pri njegovom rjesavanju. No, puni didakticki
potencijal zadatka dolazi do izrazaja tek kada se zadatak predstavi uCenicima, a zatim razmatraju
njihovi uspjesni 1 neuspjesni nacini rjeSavanja. U tom procesu moguce je otkriti njihov nacin
promisljanja i zakljucivanja, ali i teSkoce na koje su nailazili kao i eventualna pogre$na shvacanja.
Takoder, kroz razlicite strategije rjeSavanja dolazi do izrazaja znanje, vjeStine, snalazljivost,

kreativnost 1 originalnost uc¢enika.

S obzirom da nastavni materijali za matematicko obrazovanje, posebno osnovne i srednje $kole, u
velikoj mjeri sadrze zadatke nizih kognitivnih zahtjeva, naj¢es¢e proceduralnog tipa (izracunaj,
zbroji, pomnozi, podijeli, pojednostavni, odredi opseg i sl.), oni se u ovom radu ne razmatraju,
osim unutar sloZenijih zadataka. Uz malo iskustva, dosjetljivosti i vjeStine, rutinski zadaci koji
prevladavaju u nastavnim materijalima mogu se preoblikovati u izazovne problemske, otvorene,
istrazivacke i dr. zadatke. U nastavku se razmatra potencijal nekoliko takvih zadataka koji u sebi
objedinjuju vise razli¢itih karakteristika: od jednostavnog zadataka rijeCima do bogatog

matematiCkog zadatka.

Ucenici niZih razreda osnovne $kole rjeSavaju mnostvo zadataka u kojima treba odrediti vrijednost
aritmetickog izraza s ciljem da razviju vjestinu operiranja s prirodnim brojevima, vode racuna 0

prioritetu racunskih operacija i ulozi zagrada. Ali, najceS¢e su to zadaci oblika Izracunaj:

5-(7+8:2+9).

Uvodenjem zadatka u kontekst igre s kartama, $to je mnogim uéenicima blisko, zadatak se moze
upakirati u problemski zadatak, koji ima jasan cilj, a otvoren je prema nacinu rjeSavanja i prema
broju valjanih odgovora koji se mogu posti¢i. S obzirom da danas postoje mnoge vrste karata s

brojevima, u radu se moZze simulirati i1 igra s odgovaraju¢im kartama.
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Zadatak 5.1. Koristi se $pil od 36 karata (4 boje po 9 karata, Slika 13). Iz spila se izvlaci 5 karata.
Izvuceni brojevi su znamenke od kojih treba formirati brojevni izraz cija je vrijednost 100. Svaki
broj se treba iskoristiti i to samo jednom. Moze se koristiti bilo koja kombinacija od cetiri racunske
operacije (+, -, -, . ) izagrade, brojevi se mogu spajati tako da cine dvoznamenkasti broj. (1zvor:
Baranovi¢, 2018)

e
Q \gt iée

Slika 13. Igrace karte s brojkama

Zadatak postavljen na ovaj nacin svojim iskazom potice na ve¢i angazman i promisljanje jer u¢enici
sami trebaju kreirati aritmeticki izraz s odgovaraju¢om vrijednos$¢éu. Da bi to ostvarili, trebaju
provesti mnostvo pokusavanja, raCunanja, analiziranja i sintetiziranja. Ako pri tome sami izvlace
karte iz Spila, imaju osjecaj kontrole nad procesom §to ih dodatno motivira da samostalno pronadu
rjeSenje. Ukoliko se zadatak realizira u razredu, moze se posti¢i i natjecateljski efekt. Ako se
omoguci rasprava o nacinima dolaska do rjeSenja, mogu se uociti i razlicite strategije, nacin kako
ucenici razmisljaju i kako primjenjuju svoja znanja i vjeStine operiranja s prirodnim brojevima. Na

primjer, neka su izvucene sljedece karte: 5, 6, 4, 21 3.

Strategija 1. Ucenicima je svojstveno da nasumic¢no pokuSavaju slagati izraz mnozenjem i
zbrajanjem brojeva s izvucenih karata. Prirodno je da zapo¢nu s najve¢im brojevima kako bi se §to

prije pribliZili broju 100, a zatim od preostalih brojeva dopunjuju ono §to nedostaje.

Pokusaj 1: MnoZenjem brojeva 5 i 6 dobiva se 5-6=30, a mnozenjem broja 30 s 3 dobiva se

30-3=90, pas2i4treba dobiti 10 koji nedostaje. No, to nije moguce ni zbrajanjem ni mnozenjem.

Pokusaj 2: Mnozenjem brojeva 6 i 4 dobiva se 6-4=24 i dodavanjem broja 1 dobiva se 25

24+ (3—2)=24+1=25, te preostaje broj 5. No, mnozenjem broja 25 s 5 premasuje se 100.
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Pokusaj 3: Mnozenjem brojeva 5 i 4 dobiva se 20, 5-4 =20, a od preostalih brojeva 6, 3 i 2 dobiva
se 5, 6—-3+2=5, pa se mnoZenjem brojeva 20 i 5 dobiva 100, 20-5=100 . Kona¢no, traZeni izraz
jest:

5.4-(6-3+2)=100.4

Strategija 2. S obzirom da se od dobivenih brojeva mogu graditi dvoznamenkasti brojevi, neki
ucenici ¢e zapoceti s najve¢im dvoznamenkastim brojem i sa preostalim brojevima pokusati dobiti

razliku koja nedostaje do 100.

Pokusaj 1: Najveci dvoznamenkasti broj koji se moze postici od izvuéenih brojeva jest broj 65 i do
100 nedostaje 35. Od preostalih brojeva 4, 3 i 2 moze se dobiti broj 34+ 2 =236, Sto premasuje 35

za l.
Pokusaj 2. Nastavi se nizati kombinacije dvoznamenkastih brojeva.

Dvoznamenkasti broj | Do 100 nedostaje | Preostale znamenke | Mogu¢i izraz

64 36 53,2 35+ 2 =37 ne odgovara
63 37 54,2 25 +4 =29 ne odgovara
62 38 54,3 43 -5 =38 odgovara

Konacno, trazeni izraz je: 62+43—-5=100.4

Strategija 3. Proces moze zapoceti analizom broja 100. Kako se broj 100 moze dobiti mnozenjem
dvaju brojeva:
100=2-50
=4.25
=5.20

a brojevi 2, 4 1 5 ve¢ postoje na izvucenim kartama, preostaje vidjeti mogu li se od preostalih

brojeva dobiti brojevi 50, 25 i 20 redom. Time se problem pojednostavnjuje.

Pokusaj 1. Nakon izuzimanja broja 2, preostaju 5, 6, 4 i 3 od kojih treba dobiti 50. Kako je
50=5-10, preostaje od brojeva 6, 4 1 3 dobiti 10, a to nije moguce. Ili, 5 1 6 daju broj 56 pa treba
oduzeti 6, ali to nije moguce postici s brojevima 4 1 3. Nakon nekoliko pokuSaja, uvijek se dobiva

ili vise ili manje od 50.
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Pokusaj 2: Nakon izuzimanja broja 4, preostaju 5, 6, 3 i 2 od kojih treba dobiti 25. Kako je 25=5-5
, preostaje od brojeva 6, 3 i 2 dobiti 5, to je moguce kao 6—3+2 ili 6—(3—2). Konacno, traZeni
izraz jest:

4.5.(6-3+2)=100 ili

4.5.[6-(3-2)]=100.

Pokusaj 3: Nakon izuzimanja broja 4, netko bi od preostalih brojeva 5, 6, 3 i 2 broj 25 mogao dobiti

na sljedec¢i nacin 3-6+2+5 pa bi konacni izraz bio:
4-(3-6+2+5)=100. Itd. &

Iz ovog primjera vidljivo je koliko se izvrsi razlicitih raCunanja u pozadini prije dolaska do
odgovarajuce vrijednosti. No, s obzirom na neizvjesnost koje karte ¢e se izvuéi, ulitelj treba biti
vjest u provjeravanju ucenickih rjeSenja i usmjeravanju ucenika kada zapnu tijekom rada jer
nemogucnost dolaska do rjeSenja za neke ucenike moze biti i frustrirajuce, ali istodobno i dobra

vjezba strpljivosti i ustrajnosti.

Takoder, ne vode sve strategije jednako brzo i efikasno do rjeSenja pa je korisno razgovarati o
nacinima rjeSavanja, a kada ucenici postave vise razliCitih rjeSenja korisno je razgovarati o ulozi

zagrada i ekvivalentnosti dobivenih izraza.

Ucenici visih razreda osnovne Skole rjeSavaju brojne zadatke s razlomcima, bilo da su izrazi vec
zadani ili je zadatak zadan rije¢ima pa sami trebaju postaviti izraz i zatim primijeniti odgovarajuci
proceduru. Takoder, bave se rjeSavanjem raznih vrsta linearnih i kvadratnih jednadZzbi te sustava s
dvjema jednadZbama. Ponekad zadaci na prvu mogu izgledati Cisti proceduralni ili ,,zapakirani‘
zadatak rijeCima, ali mogu biti i viSe od toga. Na primjer, sljede¢i zadatak se moze koristiti u svrhu

vrednovanja strategija pri rjeSavanju sustava dviju jednadzbi s dvjema nepoznanicama.

Zadatak 5.2. Zbroj dvaju brojeva je 12, a umnozak tih brojeva je 4. Odredite zbroj reciprocnih

vrijednosti tih brojeva. (I1zvor: Posamentier i Krulik, 2008, str. 20)

Ovaj se zadatak moze rijeSiti na dva bitno razli¢ita nacina (Posamentier 1 Krulik, 2008): jedna

strategija zahtjeva poznavanje metoda za rjeSavanja sustava dviju jednadzbi s dvjema
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nepoznanicama, rjeSavanje kvadratne jednadzbe, zbrajanje razlomaka te racionaliziranje
nazivnika, dok druga strategija zahtjeva samo zbrajanje algebarskih razlomaka. Prema opisanome,
zadatak spada u grupu odredbenih zadataka proceduralnog tipa koji je zapakiran u ,,problem

rijeCima®, ali je otvorenog tipa jer se moze rijesiti na vise nacina.

Zadatak je rjeSavalo 52 studenata uciteljskog studija na ispitu iz Matematike 1. Svi osim jednog

studenta zadatak su rjeSavali prvom strategijom, gotovo na isti nacin.

Strategija 1: Studenti odmah postave sustav dviju jednadzbi s dvjema nepoznanicama, u kojima
nepoznanice X i y predstavljaju brojeve opisane tekstom zadatka te rjeSenje tako postavljenog
sustava odreduju metodom supstitucije. Pri tome najcesce izraz za y iz prve jednadzbe supstituiraju
umjesto nepoznanice y u drugoj jednadzbi. Ukoliko tijekom uvrStavanja, mnozenja i sredivanja

algebarskog izraza ne naprave gresku, dobivaju kvadratnu jednadzbu po nepoznanici X.

X+y=12=y=12-X
X-y=4

x(12-x)=4

12x—x* =4

X —12x+4=0

Kvadratnu jednadZbu najCeSce rjeSavaju primjenom formule te nakon vjeStog uvrStavanja,

djelomi¢nog korjenovanja i skra¢ivanja, dobivaju njezina dva realna rjeSenja, koja su za njih vrlo

,odbojnog izgleda®.
_12++144-16
2 2
12++/128
2T 5
2
12482
X = 5
X, =6+42

X, =6-42,%, =6+42
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Uvrstavanjem vrijednosti dobivenih za nepoznanicu X u izraz koji se koristio na pocetku za

nepoznanicu y, y =12 —x, studenti dalje odreduju vrijednosti i druge nepoznanice:

Y, =12—(6-442) =6+412
Y, =12—(6+442)=6-412.

S obzirom da su rjeSenja simetri¢na, dolaze do zakljucka da sustav kojeg su postavili na pocetku

ima jedinstveno rjeSenje:
(x,y) :<6—4x/§,6+4\/§).

Nakon odredivanja rjeSenja sustava slijedi odredivanje zbroja njihovih recipro¢nih vrijednosti. Dio

studenata provodi najprije racionalizaciju nazivnika, a zatim zbrajanje:

1 1
6442  6+42
1 B+42 1 6-42
T6-av2 64442 6+4v2 6-42
_6+4J§+6—4J§

1 1
4=
Xy

©36-32 36-32
_6+4\/§+6—4\/§
B 4

1

T4

=3.

Drugi dio studenata ide direktno na zbrajanje razlomaka jer se mnoZenjem njihovih nazivnika

dobiva cijeli broj u nazivniku pa prethodna racionalizacija pojedina¢nih razlomaka nije potrebna:
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1 1
6- 442 6442

6+442 +6-42
(6-442)(6+442)

12
36-32
12
T4
=3.

1 1
_J’__
Xy

Medutim, postupak zbrajanja recipro¢nih vrijednosti nepoznanica X i y vecina studenata nije dovela
uspjesno do kraja, tek 5 od 52 studenata, odnosno 1% onih koji su pisali ispit. Naime, pokazalo se
da je za ovu grupu studenata zbrajanje ovako dobivenih razlomaka sloZena procedura unutar koje

rade razne greSke ¢ime proceduru dodatno zakompliciraju i nisu je u moguénosti ,,razmrsiti*. 4

Strategija 2: Druga strategija zasniva se na metodi rada unatrag: prvo se analizira zbroj recipro¢nih

razlomaka, a zatim se koristi metoda supstitucije.

Naime, zbrajanjem recipro¢nih vrijednosti dvaju brojeva X i y dobiva se razlomak kojemu je brojnik
zbroj ovih brojeva, a nazivnik njihov umnozak. Sada se supstitucija zadanih vrijednosti zbroja i
umnoska uvodi direktno u dobiveni razlomaka iz ¢ega se dobiva trazena vrijednost.

x+y 12

1Xy L
y xy 4

i

X
Ova elegantna strategija zahtjeva analiticko 1 sinteticko misSljenje §to se ne moZe nauciti pukom
reprodukcijom pravila ve¢ primjenom metode analize 1 sinteze u razli¢itim situacijama. Studenti
koji nemaju razvijene ove oblike miSljenja obi¢no kazu da se radi o ,,trik* rjeSenju, posebno Sto su
mnogi od njih navikli da pri rjeSavanju sustava dviju jednadzbi s dvjema nepoznanicama najprije
odrede vrijednosti tih nepoznanica, a onda rade s njima dalje ono sto je potrebno. No, to u ovom
slucaju nije bilo potrebno. Ovu strategiju proveo je samo jedan student od 52 studenta koji su pisali

ispit. ¢

U usmenom razgovoru student je komentirao da je slicne zadatke vec¢ rjeSavao pa je odmah znao

Sto treba napraviti iako je bio pomalo skeptican da ¢e dobiti sve bodove ako tako rijesi zadatak jer
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je zadatak rijesio u ,,dvi crte. Ovim se samo potvrduje da se zadaci ovog tipa mogu uvjezbati i da
jedan te isti zadatak jednoj grupi studenata moze biti nepremostivi problem, dok je drugima prili¢no
jednostavna procedura. Tako ovaj zadatak moze biti istovremeno i jednostavan i slozen:
jednostavan za one koji su vjesti u radu s razlomcima 1 koriste drugu strategiju, a sloZzen za one koji

nisu vjesti u radu s razlomcima i Koriste prvu strategiju.

Primjenom prve strategije, studenti koji su vjesti u potrebnom proceduralnom rjeSavanju, ovaj
zadatak mogu rijesiti kao rutinski zadatak na nizoj razini matematickog misljenja, dok primjena
druge strategije zahtjeva viSe razine misljenja iako se i ona moze uvjezbati do odredene razine. U
prvom slucaju, rjeSavanje zadatka primjenom prve strategije moze biti prilicno frustrirajuce za one
studente koji nemaju razvijene potrebne proceduralne vjestine. Ali, rad s ovakvim zadacima na
nastavi matematike moze sluziti kao podloga da se ukaze na postojanje i drugih strategija koji na

elegantan 1 brz na¢in dovode do rjeSenja.

Zadatak 5.3. U sobi se nalazi 10 osoba i svatko od njih se rukovao sa svakim toc¢no jednom.

Odredite koliko je ukupno bilo rukovanja. (Izvor: Posamentier i Krulik, 2008, str. 11)

Ovaj problemski zadatak otvorenog tipa Posamentier i Krulik (2008) koriste kao zadatak koji je
dobar za upoznavanje s razli¢itim strategijama. S jedne strane, zadatak na prvu izgleda jednostavan
1 motivirajuci s obzirom da je blizak realnom Zivotnom iskustvu. No, onome tko se s ovim tipom
zadatka susrece prvi put moze biti problem jer ne zna od kuda bi krenuo. S druge strane, zadatak
se moze rijesiti na viSe razli¢itih naCina 1 koriStenjem razliitih reprezentacija pa je dobra podloga
za usporedivanje razli¢itih metoda u svrhu otkrivanja optimalnog procesa rjeSavanja. Takoder,
zadatak se moze i prosirivati na 100, 200, ... osoba i na taj na¢in dovesti do stvaranja generalizacije,

Sto je bitna odlika matematickog misljenja.

Strategija 1: Ova strategija zasniva se na izradi vizualnog prikaza koji predstavlja rukovanje:
osobe se ne prikazuju u stvarnom obliku ve¢ se apstrahiraju tako da se svaka od 10 osoba predstavi
tockom, koja ima svoje ime: A, B, C, D, E, F, G, H, I i J. Ostvareno rukovanje moze se prikazati
duZinom, npr. duzina AB znadi da je osoba A izvrSila rukovanje s osobom B (krace: rukovanje
AB), ali i da je osoba B izvrsila rukovanje s osobom A (krace: rukovanje BA). S obzirom da jedna

duzina izmedu dviju to¢aka predstavlja isto rukovanje, pri prebrojavanju treba voditi racuna da se
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to rukovanje ne broji dva puta. Takoder, korisno je tocke posloziti tako da ne budu kolinearne jer

onda prikaz nece biti pregledan kao u sluc¢aju kada se poloze tako da tvore kruzni oblik (Slika 14).

Slika 14. Vizualni prikaz osoba i rukovanja

Prebrojavanje rukovanja vrsi se postupno, za svaku osobu posebno. Prva osoba moze biti ona koja
je predstavljena tockom A. S obzirom da je u sobi 10 osoba, prva osoba se mogla rukovati sa
svakom od preostalih 9 osoba. Nakon toga, druga osoba koja je predstavljena tockom B mogla se
rukovati sa svakom od preostalih 8 osoba. Naime, rukovanje BA se ne broji jer se brojalo rukovanje
AB (Slika 15).

H G
I
F
¥

P E

B D

C
Rukovanje osobe A Rukovanje osobe B, nakon osobe A

Slika 15. Vizualni prikaz rukovanja osobe A i osobe B

Dalje, nakon prve dvije osobe, treca osoba koja je predstavljena tockom C mogla se rukovati sa
svakom od preostalih 7 osoba, Cetvrta osoba predstavljena tockom D mogla se rukovati sa svakom

od preostalih 6 osoba i tako redom. Kada se dode do pretposljednje osobe koja je predstavljena
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tockom |, moze se uociti da preostaje jo§ samo jedno rukovanje s osobom koja je predstavljena

tockom J (Slika 16).

Rukovanje osobe C, nakon osobe A i B Sva rukovanja
Slika 16. Vizualni prikaz svih rukovanja

Konaéno, zbroje se sva uo¢ena rukovanja izmedu svih 10 osoba te se dobiva da je moguce ostvariti

ukupno 45 rukovanja, pod uvjetom da se svatko od njih rukovao sa svakim to¢no jednom:
9+8+7+6+5+4+3+2+1=45.

Odredivanje ukupnog broja rukovanja za manji broj osoba nije problem, ali moZe postati problem
kada se radi prebrojavanje za 100, 1000, 10000 itd. osoba. U tom slu¢aju, potrebno je uociti obrazac
prebrojavanja i njega primijeniti za odredivanje ukupnog zbroja svih rukovanja. S obzirom da se
ovdje radi o zbroju svih prirodnih brojeva do broja koji je za 1 manji od ukupnog broja osoba, za
odredivanje ukupnog broja rukovanja moze se primijeniti Gaussova dosjetka za zbroj prvih n
prirodnih brojeva:

n-(n+1)

2

1+2+3+...+n=

Ukoliko je u sobi bilo 100 osoba, primjenom opisanog postupka dobiva se da je ukupan broj

rukovanja:

99-100

99+98+97+...+3+2+1= =4950.

Konaéno, ukupan zbroj svih rukovanja izmedu n osoba je:
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(n_1)+(n_2)+(n_3)+m+3+2+1:—(n—l)-n

R 2
Strategija 2: Slicno prethodnom prebrojavanju, do ukupnog broja rukovanja moze se doci

metodom umnoska.

Ako se u sobi nalazi 10 osoba, svaka od njih se moZe rukovati sa preostalih 9 osoba, §to je ukupno
10 - 9 rukovanja. No, u tom slu¢aju svako rukovanje se brojalo dva puta (rukovanje AB i rukovanje

BA je rukovanje izmedu istih osoba) pa jos sve treba podijeliti s 2. Kona¢no, ukupan broj rukovanja
je 90 : 2 =45,
Ako se radi 0 100 osoba, ukupan broj rukovanja je (100-99): 2 = 4950. Itd. Kona¢no, ukupan zbroj

svih rukovanja izmedu n osoba je: n-(n-1):2.4

Strategija 3: Pri ispitivanju medusobnih odnosa izmedu dviju varijabli moZze se koristiti sustavno
ispisivanje i povezivanje. U ovom slucaju, moze se koristiti tablica u kojoj su stupci i redci osobe
koje se rukuju, a svako polje unutar tablice je rukovanje izmedu odgovarajuc¢ih osoba.

Prebrojavanje primjenom metode tablice je sada prili¢no jednostavno (Tablica 1).

Tablica 1: Ispitivanje rukovanja medu osobama

A/B|/C D E|F|G H|I|J

Al - |+ |+ |+ |+ + |+ |+ |+ |+
B S S e R S S
C S S I B T
D -+ |+ |+
E -+ |+ |+ 4
F -+ |+ |+ +
G -+ |+ |+
H -+ |+
| -+

J -
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Kako se osoba ne rukuje sa samom sobom, odmah se mogu iskljuéiti dijagonalna polja. Nadalje,
ako se osoba A rukovala s osobom B, onda se rukovanje osobe B s osobom A iskljucuje i tako
redom. To znaci da se osoba A rukovala s 9 osoba, osoba B sa 8 osoba, osoba C sa 7 osoba itd., pa
je ukupan broj rukovanja:

9+8+7+6+5+4+3+2+1=45.

No, prebrojavanje unutar tablice moze se vrsiti i na sljedeé¢i na¢in: Tablica 10 x 10 je veli¢ine 100
polja, sto je ukupno 100 rukovanja. Kako je na dijagonali njih 10, oni se iskljucuju jer se nitko ne
rukuje sam sa sobom, §to je ukupno 90 rukovanja. Preostala rukovanja racunala su se dva puta pa

prethodni broj treba podijeliti s dva §to daje 90: 2 =45 rukovanja, odnosno:

(100-10):2=45.
Opéenito, ukupan zbroj svih rukovanja izmedu n osoba je: (n-n—n):2, odnosno: n-(n—1):2.4

Strategija 4: Strategija koja se koristi sustavnim zapisivanjem u tablici moze se koristiti i na nacin
da se uocava obrazac promjene. U prvom stupcu upisuje se broj osoba u sobi, poc¢evsi od 1, au
drugom stupcu broj rukovanja jedne osobe s preostalim osobama u sobi. U tre¢em stupcu zbrajaju
se sva ostvarena rukovanja za ukupan broj osoba u sobi, a u zadnjem stupcu uocava se pravilo koje

povezuje sva tri stupca.

Tablica 2: Uocavanje obrasca promjene

Broj osqba B_roj rukovanja Ukupan broj svih rukovanja Pravilo

u sobi jedne osobe

1 0 0 (1-0):2=0
2 1 0+1=1 (21):2=1
3 2 0+1+2=3 (3-2):2=3
4 3 0+1+2+3=6 (4-3):2=6
9 8 0+1+2+3+4+5+6+7+8=36 (9-8):2=36
10 9 0+1+2+3+4+5+6+7+8+9=45 | (10-9):2=45
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Primjenjujuéi isto pravilo za rukovanje izmedu n osoba dobiva se: n-(n-1):2.4

Kada se jedan te isti problem s ufenicima rjeSava na viSe razli¢itih nacina, osigurava im se
mogucénost da upoznaju i razvijaju razlicite strategije, da povezuju razli¢ita znanja, da kombiniraju
viSe razlicitih strategija i1 kreiraju novu strategiju itd. Osim toga, ucenicima se daje poruka da je
proces rjeSavanja i trazenje efikasnog puta puno vazniji od samog konacnog rjesenja. Jer, kroz
proces istrazivanja, uocavanja pravilnosti i postavljanja zakonitosti ucenici koriste viSe misaone

procese i stvaralacke aktivnosti te razvijaju vise oblike matemati¢kog misljenja.

Zadatak 5.4. Zadan je niz figura oblikovanih od Sibica. Na slici 17 prikazane su prve tri figure
toga niza (lzvor: Thornton, 2001, str 251)

L] I

Slika 17. Niz figura od $ibica

a) Skicirajte sljedecu figuru u nizu.

b) Odredite koliko je Sibica potrebno za oblikovanje 30. i 100. figure u nizu na prikazani nacin.
Opisite svoj postupak prebrojavanja.

C) Odredite opce pravilo po kojem se moze odrediti ukupan broj Sibica od kojih je sastavljena bilo
koja figura u nizu.

d) Moze li neka figura u nizu biti sastavljena od tocno 2023 Sibice. Objasnite.

Ovaj zadatak je zadan u formi zadatka s vodenim otkrivanjem, ali moze biti zadan i kao problemski,
istrazivacki, kontekstualni zadatak itd. Zadatak se moze koristiti s razli¢itim uzrastom ucenika, a
ovisno o uzrastu 1 s razli¢itom svrhom: za razvoj vizualnog, algebarskog ili funkcijskog misljenja.
Takoder, moze se rjeSavati na razli¢ite nacine, pri ¢emu je efikasno koristiti metodu tablice u

kombinaciji s vizualnim prikazom.

Razvoj vizualnog i algebarskog miSljenja: Radi efikasnijeg crtanja, umjesto Sibica, mogu se crtati
duzine. Usporedivanjem dviju susjednih figura moze se uociti kako od prethodne nastaje sljedeca
figura (Slika 18):
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Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Slika 18. Proces 1. oblikovanja figura u nizu

» prva figura je u obliku kvadrata i sastoji se od 4 Sibice

» druga figura je u obliku dva spojena kvadrata i sastoji se od 7 §ibica, a nastala je dodavanjem
3 novih Sibica na prvu figuru (4 + 3)

» treca figura je u obliku tri spojena kvadrata i sastoji se od 10 Sibica, a nastala je dodavanjem 3
novih $ibica na drugu figuru (7 + 3)

» to znaci da Ce Cetvrta figura biti u obliku Cetiri spojena kvadrata i sastojat ¢e se od 13 Sibica, a

nastat ¢e dodavanjem 3 novih $ibica na trecu figuru (10 + 3). Itd.

Proces prebrojavanja i uocavanje obrasca ponavljanja pregledno se moze zapisati u tablici

pridruzivanjem odgovaraju¢ih numerickih vrijednosti (Tablica 3).

Tablica 3. Prvi na¢in prebrojavanja Sibica zadanih figura

Broj ;lgure Broj glblca Proces dodavanja Pravilo
1 4 4 4+0-3
2 7 4+3 4+1-3
3 10 7+3=4+3+3 4+2-3
4 13 10+3=4+3+3+3 4+3-3
30 91 4+29-3
100 301 4+99-3
n 4+(n-1)-3

Raspisivanjem uzastopnog dodavanja po tri Sibice za izgradnju svake sljedece figure uocava se
pravilo: u 2. figuri jedan put su dodane 3 Sibice na polazne 4 Sibice, u 3. figuri dva su puta dodane
po 3 Sibice na polazne 4 Sibice, u 4. figuri tri su puta dodane po 3 Sibice na polazne 4 Sibice i tako

redom. To znaci da ¢e u 30. figuri na polazne 4 Sibice biti 29 puta dodane po 3 Sibice, a u 100.
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figuri ¢e se na polazne 4 Sibice dodati 99 puta po 3 Sibice. Konac¢no, u n. figuri ¢e se na polazne 4

Sibice dodati (n — 1) puta po 3 Sibice pa je ukupan broj Sibica S u n. figuri:

S, =4+(n-1)-3.

Promatranjem zadanog niza figura mogu se uociti 1 drugi nacini prebrojavanja ukupnog broja

Sibica. Na primjer, ako dodavanje po tri Sibice zapocne od prve figure (Slika 19), uocava se drugo

pravilo (Tablica 4).

Figura 1

[ ]

YV V V V

Figura 2

[ ]

L]

o

Figura 3

l o o
-3 -1

u prvoj figuri na jednu Sibicu dodane su 3 Sibice

|

Slika 19. Proces 2. oblikovanja figura u nizu

u drugoj figuri na jednu Sibicu dodano je 6 Sibica, tj. 2 puta po 3 Sibice

u tre¢oj figuri na jednu Sibicu dodano je 9 Sibica, tj. 3 puta po 3 Sibice

L4

L3

Figura 4

o

o

to znaci da ¢e se u Cetvrtoj figuri dodati 12 §ibica, odnosno 4 puta po 3 Sibice, itd.

o

o

9

Nastavljanjem ovog postupka, jednostavno se otkriva opce pravilo za ukupan broj Sibica S u n.

figuri: na jednu Sibicu dodat ¢e se n puta po 3 Sibice, odnosno:

Tablica 4. Drugi na¢in prebrojavanja Sibica zadanih figura

S,=1+n-3.

Broj :‘:gure Broj ;lblca Proces dodavanja Pravilo
1 4 1+3 1+1-3
2 7 1+6=1+3+3 1+2-3
3 10 1+9=1+3+3+3 1+3-3
4 13 1+12=1+3+3+3+3 1+4-.3
100 301 1+100-3
n 1+ n-3
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Prethodna dva pravila na prvi pogled mogu izgledati razli¢ita, ali se njihovim sredivanjem dobiva

pravilo istog oblika: S, =3n+1. Ako se ovaj zadatak koristi u procesu poucavanja, ovo je prikladan

trenutak za raspravu o ekvivalentnosti algebarskih izraza.

Tre¢i naCin prebrojavanja moze se zasnivati na prebrojavanju ukupnog broja vodoravnih i

vertikalnih Sibica (Slika 20), §to dovodi do novog oblika pravila za ukupan broj Sibica figure.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

L LD LT LTI

Slika 20. Proces 3. oblikovanja figura u nizu

u 1. figuri su 2 vertikalne i 2 horizontalne Sibice
u 2. figuri su 3 vertikalne i 2 puta po 2 horizontalne Sibice

u 3. figuri su 4 vertikalne i 3 puta po 2 horizontalne Sibice

YV V V V

to znaci da ¢e se u 4. figuri biti 5 vertikalnih i 4 puta po 2 horizontalne Sibice, itd.

Nastavljanjem ovog postupka moze se zakljuciti da ¢e u n. figuri biti (n + 1) vertikalna $ibica i n

puta po 2 Sibice, odnosno opc¢e pravilo za ukupan broj $ibica S u n. figuri jest:
S,=(n+1)+n-2

Sto je takoder ekvivalentan izraz prethodno dobivenim izrazima.

Cetvrti nacin prebrojavanja moze se zasnivati na prebrojavanju ukupnog broja Sibica po kvadratnim

oblicima i oduzeti one Sibice koje su se brojale vise puta zbog preklapanja (Slika 21).

Figura 1l Figura 2 Figura 3 Figura 4

Slika 21. Proces 4. oblikovanja figura u nizu

» u 1. figuri su 4 Sibice
» u 2. figuri su 2 puta po 4 Sibice i 1 Sibica manje zbog preklapanja
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» u 3. figuri su 3 puta po 4 Sibice i 2 Sibice manje zbog preklapanja

» to znaci da ¢e se u 4. figuri biti 4 puta po 4 Sibice i 3 Sibice manje zbog preklapanja, itd.

Nastavljanjem ovog postupka, moze se zakljuéiti da ¢e u n. figuri biti n puta po 4 Sibice i (n — 1)

Sibica manje zbog preklapanja, odnosno ukupan broj Sibica S u n. figuri jest:

S,=n-4—(n-1)

n

Sto je takoder ekvivalentan izraz prethodno dobivenim izrazima.

Prema opisanim strategijama prebrojavanja moze se uociti da upravo vizualni prikazi omogucavaju
1 usmjeravaju percepciju u razli¢itim smjerovima $to u konacnici dovodi do razli¢itih oblika istog
pravila. Bogatstvo ovog zadatka postize se upravo u povezivanju razli¢itih reprezentacija,
vizualnih, numerickih i algebarskih, u svrhu izvodenja generalizacije, $to je odlika matematickog

miSljenja. ¢

S obzirom da ovaj zadatak osigurava prirodno okruzenje unutar kojeg se moze uspostaviti veza
izmedu dviju promjenjivih veli¢ina, on je dobra podloga i za funkcijsko povezivanje dviju varijabli.
Mijenjanjem iskaza zadatka, sa ili bez vodenog otkrivanja, zadatak se moze preoblikovati na

sljedeci nacin:
Zadatak 5.5. Odredite funkciju koja je predstavljena nizom figura na Slici 17.

Bez vodenog otkrivanja zadatak postaje otvoreni problemski zadatak, koji ima jedinstveno rjeSenje,
a do kojeg se moze doci na razli¢ite naCine. Ovako postavljen zadatak, osim navedenog, moze

sluziti 1 za razvoj funkcijskog misljenja.

Razvoj funkcijskog miSljenja. RjeSavanjem ovako postavljenog zadatka ucenicima se osigurava
prirodno okruZenje unutar kojeg mogu postupno razvijati funkcijsko misljenje: prvo uo€avaju koje
varijable se mijenjaju (broj figure i broj Sibica unutar figure), a zatim kako promjena jedne varijable
utjeCe na promjenu druge varijable (broj Sibica ovisi o tome koja je figura po redu). Kada se jednom
ustanovi koja funkcija je prikazana zadanim nizom, mogu se dalje proucavati svojstva funkcije i

usporedivati je s drugim funkcijama iz iste klase (npr. linearne funkcije s jednakim koeficijentom).

45



Koriste¢i ve¢ opisane strategije prebrojavanja, moze se zakljuciti da zadani niz predstavlja linearnu
funkciju S kojoj su domena i kodomena skup prirodnih brojeva, S:N — N, a koja je definirana
pravilom S(n)=3n+1. Dakle, argumenti ove funkcije odgovaraju rednom broju figure, a
vrijednosti funkcije broju $ibica u to¢no odredenoj figuri po redu. Na primjer, S(4) =13 znaci da

je Cetvrta figura po redu oblikovana od 13 Sibica.

U skladu s opisom funkcije, zadnje pitanje zadatka Moze li neka figura u nizu biti sastavljena od
tocno 2023 sibice?, moglo bi glasiti: Moze li vrijednost funkcije biti 2023?, odnosno Za koji
argument domene funkcija poprima vrijednost 20232.

Postavljanjem jednakosti i sredivanjem, dobiva se:

S(n) =2023
3n+1=2023
3n=2022
n=674

Drugim rije¢ima, 674. figura po redu biti ¢e oblikovana od to¢no 2023 Sibice.

Iskaz ovog zadatak moze se mijenjati u razli¢itim smjerovima i na taj na¢in osiguravati razliite
izazove ucenicima: npr. mijenjanjem oblika figure postizati razlic¢ite vrste funkcija (linearne,
kvadratne 1 dr.) ili npr. osmisliti niz figura koji ¢e predstavljati funkciju sa zadanim pravilom.
Takoder, osim oblika figura moze se mijenjati i kontekst. Umjesto da se prebrojavaju elementi od
kojih je figura sastavljena, moze se odredivati opseg, plostina ili volumen odgovarajuce figure u

nizu i na taj nacin stvarati funkcionalne veze medu razli¢itim konceptima. 4

Rad s figurama omogucava da se u nastavu uvedu 1 razna didakti¢ka sredstva koja mogu posluziti
za istrazivanje 1 otkrivanje matematickih koncepata i ideja te postavljanje matematickih
zakonitosti. Na primjer, koriStenje slagalice tangram moze se Koristiti u svrhu otkrivanja
geometrijskih koncepata i razvoj geometrijskog misljenja, sli¢no i kao koristenje geoploce, a danas

su razna didakticka sredstva dostupna 1 u digitalnoj verziji.

Koristenje jednog didaktickog sredstva omogucava izgradnju niza zadataka, koji su razliciti, a opet

medusobno povezani ¢ime se osigurava prirodno okruzenje za povezivanje razlicitih koncepata i
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ideja. Njihove moguénosti postaju neizmjerne tek kada se koriste u praksi, ali da bi ih ucitelj uveo
U nastavu matematike i sam prije toga treba biti vje$t u njihovom koristenju. Aktivnosti s
didaktickim sredstvom treba uvoditi postupno, promisljeno i svrhovito. U pocetku je potrebno

upoznati njihova svojstva, a zatim za otkrivanje raznih koncepata i ideja. (Kavajin i Baranovic,

2019a, 2019b).

Zadatak 5.6: Koristenjem likova slagalice tangram (Slika 22) prikazati trokut. Rjesenje prikazati

u kvadratnoj tockastoj mrezi. (Izvor: Baranovi¢, 2019)

Slika 22. Dijelovi slagalice tangram

Slaganje se moze provoditi kao otvorena aktivnost primjenom metode pokusaja i provjeravanja,
moze se provoditi strateSkim promisljanjem, analiziranjem moguc¢nosti i sintetiziranjem uocenih

veza, a moze se provoditi 1 koriStenjem modela za poplo€avanje na kojem je trokut zadan konturom.

Rjesenje. S obzirom da u iskazu zadatka nije navedeno treba li koristiti sve likove ili samo neke,
slaganje se moze provesti istrazivanjem svih moguc¢nosti. Tangram slagalica ve¢ sadrzi likove u
obliku trokuta pa istrazivanje moze zapoceti od 1 dijela slagalice. Slike rjesenja oblikuju se na

online geoplo¢i, koja je dostupna na https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/.

Koristenjem samo jednog dijela slagalice trokut se moze prikazati na 3 razli¢ita nacina (Slika 23).

Slika 23. Trokuti od jednog dijela
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Koristenjem dva dijela slagalice trokut se moze prikazati na 2 razli¢ita nacina (Slika 24).

Slika 24. Trokuti od dva dijela

Koristenjem tri dijela slagalice trokut se moze prikazati na 3 razliita nacina (Slika 25).

Slika 25. Trokuti od tri dijela

Koristenjem Cetiri dijela slagalice trokut se moze prikazati na 6 razli¢ita nacina (Slika 26).

Slika 26. Trokuti od cetiri dijela

Koristenjem pet dijelova slagalice trokut se moze prikazati na 1 nacin (Slika 27), a koriStenjem 6

dijelova slagalice trokut se ne moZze oblikovati.
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Slika 27. Trokut od pet dijelova

Koristenjem svih sedam dijelova slagalice trokut se moze prikazati na 2 razli¢ita na¢ina (Slika 28).

Slika 28. Trokuti od svih sedam dijelova

Konacno, moze se zakljuciti da se koriStenjem tangram slagalice trokuti mogu prikazati na 17
razli¢itih nacina. U ovakvim aktivnostima ucenici se na prirodan nafin mogu uvesti 1 poucavati
strateSkom promiSljanju: umjesto da slaganje trokuta uvijek zapocinju iz pocetka, dobiveno
rjeSenje se moze nadogradivati tako da se proSiri do nove vrste trokuta. [z predstavljenih rjesenja

moze se uoditi kako se rjeSenja nadograduju jedno na drugo. ¢
Opisana aktivnost moZe se razvijati i nadogradivati u razli¢itim smjerovima:

1) umjesto trokuta moze se oblikovati kvadrat, pravokutnik, trapez itd.

2) mogu se odredivati opsezi i plostine oblikovanih likova te ih medusobno usporedivati po
opsezima i plostini (npr. za likove na slici 26)

3) mogu se istraziti koji su trokuti medu njima sukladni ili sli¢ni i koliki je koeficijent slicnosti

4) mogu se unutar jednog trokuta prebrojavati drugi likovi (npr. unutar trokuta na slici 28.
prebrojati sve ¢etverokute i imenovati njihove vrste, zatim peterokute itd.

5) istraziti koji se sve konveksni likovi mogu oblikovati od svih sedam dijelova tangram

slagalice, koji od njih je najveceg, a koji najmanjeg opsega itd.
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Iz prethodnih aktivnosti vidljivo je kako se mogu oblikovati srodni, a opet razli¢iti zadaci i kako
se mogu medusobno povezivati. Sve to prije svega ovisi o uzrastu ucenike s kojima se radi, ali 1

znanju i vjeStinama ucitelja.

Slaganje likova zasigurno se moze provoditi sa svim uzrastima i to bi trebale biti prve aktivnosti
pri koriStenju tangram slagalice kao didaktickog sredstva, a odredivanje njihovih opsega i plostina
te medusobno usporedivanje treba prilagoditi uzrastu, ovisno o tome poznaju li Pitagorin poucak

ili ne.

Koristenjem didaktickog sredstva stvara se prirodno okruzenje za opisivanje provedenih aktivnosti
¢ime ucenici postupno upoznaju i koriste matematicki rjecnik i nacin opisivanja. Nakon toga, ono
Sto je napravljeno i opisano moze se i simbolic¢ki zapisati ¢ime se u¢enici postupno upoznaju i sa
formalnim matemati¢kim jezikom te kako funkcionalno povezati razli¢ite reprezentacije: vizualne

prikaze, jezi¢ne opise i simbolic¢ke zapise.

Kroz prethodnih nekoliko zadataka pokazano je kako se od standardnih proceduralnih zadata moze
oblikovati matematiCki bogati zadatak i koristiti s razli¢itim namjenama u ucenju i poucavanju
ucenika, kao i vrednovanju njihovog znanja. Odabranim zadacima nikako nisu obuhvacene sve
mogucénosti ve¢ je samo ,,odskrinut prozor* u §iroki spektar potencijala matematickih zadataka, s

nadom da ¢e ucitelji to prepoznati i koristiti.

S obzirom na nacin obrade odabrane teme, ovaj rad moze sluZiti kao teorijska osnova za empirijsko

istrazivanje didakti¢kog potencijala matematickog zadatka.
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6. Zakljucak

., Matematika niposto nije suhoparna, dosadna i bez maste, ve¢ naprotiv, poput plemenite
djevojke uzvraca ljubav onome tko je razumije i voli.

Vladimir Devidée

Cilj ovog rada bio je pokazati da svaki zadatak u matematici ima svoj potencijal, a kako bi se on
ostvario potrebno je poznavati razliite vrste matematiCkih zadataka, njihove karakteristike 1

mogucénosti te razliite strategije rjeSavanja.

Matematicki zadatak je klju¢ni medij interakcije izmedu ucitelja i uenika i klju¢no sredstvo ucenja
matematike 1 razvoja matematickih kompetencija jer se nastava matematike najvise ,,okrec¢e* oko
rjeSavanja matematickog zadatka. Zato je na ucitelju odgovornost i izazov da odabere dobre,
primjerene 1 raznovrsne zadatke kako bi svojim ucenicima omogucio ucenje matematike s
razumijevanjem 1 razvoj razli¢itih oblika matematickog misSljenja te stjecanje matematicke

pismenosti. Osim za ucenje i poucavanje, zadatak ucitelj koristi i za vrednovanje nauc¢enog.

Za rjeSavanje matemati¢kih zadataka potrebna je opSirnija razina znanja i razmisljanja, posebno
matematicki bogatih zadataka, odnosno zadaci visih kognitivnih zahtjeva. Takvi zadaci su u pravilu
izazovni ucenicima, a njihovim rjeSavanjem ucenici imaju mogucnost prosiriti svoje ,,vidike*,
razvijati kreativnost, sigurnost 1 samopouzdanje u svoj rad, samostalnost te ste¢i matematicke
kompetencije. Oni poticu ucenike na analiziranje, logi¢ko razmiSljanje 1 zakljucivanje,
argumentiranje 1 funkcionalno povezivanje razli¢itih matematickih ideja. Iako zadaci koji nisu
matematicki bogati, poznati 1 kao proceduralni zadaci, odnosno zadaci nizih kognitivnih zahtjeva,

lako ucenike uvuku u ,,kalup* za rjeSavanje, oni nisu nevazni, ali ne bi smjeli biti dominantni.

Razli¢ite vrste zadataka imaju razli¢ite pedagoske namjene. Razumijevanje i razlikovanje vrsta
matematickih zadataka pomo¢i ¢e uciteljima da bolje razumiju svrhu istih kako bi mogli odabrati

odgovarajuce zadatke te procijeniti 1 osigurati razli¢ite aspekte uc¢enja svojim ucenicima.
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Sazetak

Najcesc¢a aktivnost ucenika u nastavi matematike jest rjeSavanje matematiCckog zadatka 1 on je
klju¢ni element interakcije izmedu ucitelja i uenika. Zato matematicki zadatak zauzima kljucno
mjesto u ucenju i pouc¢avanju matematike kao i u vrednovanju znanja. Polaze¢i od tih ¢injenica, u
radu se raspravlja o definicijama matematickog zadatka, $to je rjesenje, a §to proces rjesavanja te
Sto znaci rijesiti zadatak. Razmatraju se tri znacajne klasifikacije zadataka: prema cilju, prema
kognitivnim zahtjevima i prema namjeni u poucavanja, opisuju se njihove karakteristike i daju
odgovarajuci primjeri. Odabirom odgovarajucih zadataka razlicitih vrsta, ukoliko poznaje njihove
karakteristike, ucitelj ima priliku osigurati dobro okruZenje za ucéenje, a ucenici aktivnim
sudjelovanjem u radu na zadacima imaju priliku postupno otkrivati matematicke ideje, usvajati
matemati¢ke koncepte s razumijevanjem, razvijati razlicite oblike matemati¢kog misljenja i stjecati
matematicku pismenost. Didakticki potencijal matematickog zadatka otkriva se tek u cjelovitom
radu na zadatku sto se demonstrira kroz proces rjeSavanja nekoliko odabranih zadataka iz razlicitih
podru¢ja matematike: od aritmetike, preko algebre do geometrije. Ipak, puni didakti¢ki potencijal
matemati¢kog zadatka dolazi do izraZzaja tek kad se predstavi ucenicima, a zatim razmatraju njihovi
naéini rjeSavanja zadatka. Stoga ovaj rad moze sluziti kao teorijska osnova za empirijsko

istrazivanje didakti¢kog potencijala matematickog zadatka.

Kljuéne rijeci: matematicki zadatak, vrste matematickih zadataka, proces rjesavanja, rjesenje

zadatka, didakticki potencijal zadatka
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Abstract

The most common activity of students in mathematics classes is solving a mathematical task, and
it is a key element of the interaction between teacher and student. That is why the mathematical
task occupies a key place in the learning and teaching of mathematics as well as in the evaluation
of knowledge. Based on those facts, here, we discuss the definitions of a mathematical task, what
is a solution, what is the process of solving, and what does it mean to solve a problem. Three
important classifications of tasks are considered: according to goal, according to cognitive
requirements and according to purpose in teaching, their characteristics are described and
appropriate examples are given. By choosing appropriate tasks of different types, if he knows their
characteristics, the teacher has the opportunity to provide a good environment for learning, and
students, by actively participating in the work on the tasks, have the opportunity to gradually
discover mathematical ideas, adopt mathematical concepts with understanding, develop different
forms of mathematical thinking and acquire mathematical literacy. The didactic potential of a
mathematical task is revealed only in complete work on the task, which is demonstrated through
the process of solving several selected tasks from different areas of mathematics: from arithmetic,
through algebra to geometry. However, the full didactic potential of a mathematical task comes to
the fore only when it is presented to students, and then their ways of solving the task are studied.
Therefore, this work can serve as a theoretical basis for an empirical research of the didactic

potential of a mathematical task.

Keywords: mathematical task, types of mathematical tasks, solving process, task solution, didactic

potential of a mathematical task

53



7. Literaturai izvori

Antunovié-Piton, B. & Baranovié, N. (2022). Factors Affecting Success in Solving a Stand- Alone
Geometrical Problem by Students aged 14 to 15 // CEPS - Center for Educational policy
Studies journal, 12; 4, 25. doi:10.26529/cepsj.889

Baranovi¢, N. (2018). Matematika 1. Interna skripta. Filozofski fakultet. Split

Baranovi¢, N. (2019). Matematika 2. Interna skripta. Filozofski fakultet. Split

Kavajin, A., Baranovi¢, N. (2019a). Tangram u nastavi matematike, 1. dio. Matematika i skola, 21,
101; 18-26.

Kavajin, A., Baranovié¢, N. (2019b). Tangram u nastavi matematike, 2. dio. Matematika i skola, 21,
102; 69-74.

Kurnik, Z. (2000). Matematicki zadatak. Matematika i skola, 7; 51-58.

Polya, G. (1966). Kako ¢u rijesiti matematicki zadatak. Skolska knjiga: Zagreb.

Posamentier, A.S. & Krulik, S. (2008). Problem-Solving Strategies for Efficient and Elegant
Solutions. Corwin Press. A SAGE Company

Smith, M. S., & Stein M. K. (1998). Selecting and creating mathematical tasks: From research to
practice. Mathematics Teaching in the Middle School, 3, 344-350.

Stein, M. K., Grover, B. W., & Henningsen, M. (1996). Building Student Capacity for
Mathematical Thinking and Reasoning: An Analysis of Mathematical Tasks Used in
Reform Classrooms. American Educational Research Journal, 33(2), 455-488.
https://doi.org/10.2307/1163292

Sullivan, P., Clarke, D.M. & Clarke, B.A. (2013). Teaching with tasks for effective mathematics
learning. New York (NY): Springer.

Thornton, S. (2001). A Picture is Worth a Thousand Words. University of Canberra. Dostupno na:
https://www.academia.edu/779030/A_picture_is_worth_a_thousand_words (6.5.2023.)

Yeo, J. B. (2007). Mathematical tasks: Clarification, classification and choice of suitable tasks for
different types of learning and assessment. MME Tehnical Report. Singapure: National
Institute of Education

Zodik, 1., Zaslavsky, O. (2007). Is a visual example in geometry always helpful? In Woo, J. H.,
Lew, H. C., Park, K. S. & Seo, D. Y. (Eds.). Proceedings of the 31st Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education, Vol. 4, pp. 265-272.
Seoul: PME.

54


https://doi.org/10.2307/1163292

8. Popis tablica

Tablica 1: Ispitivanje rukovanja medu osobama
Tablica 2: Uocavanje obrasca promjene
Tablica 3. Prvi nacin prebrojavanja Sibica zadanih figura

Tablica 4. Drugi naéin prebrojavanja Sibica zadanih figura

55



9. Popis ilustracija

Slika 1.
Slika 2.
Slika 3.
Slika 4.
Slika 5.
Slika 6.
Slika 7.
Slika 8.
Slika 9.

Slika 10.
Slika 11.
Slika 12.
Slika 13.
Slika 14.
Slika 15.
Slika 16.
Slika 17.
Slika 18.
Slika 19.
Slika 20.
Slika 21.
Slika 22.
Slika 23.
Slika 24.
Slika 25.
Slika 26.
Slika 27.
Slika 28.

Tri faze zadatka u nastavi matematike

Prototipni jednakokrac¢ni trokuti

Vizualni prikaz problema s prototipnim trokutima
Vizualni prikaz posebnog slucaja

Vizualni prikaz problema sa to¢nim odnosima
Vizualni prikaz problema za op¢i slucaj

Vizualni prikaz problema za op¢i slucaj s 0znakama
Odredivanje Sestine od polovine

Odredivanje dvije tre¢ine od tri Cetvrtine
Klasifikacija zadataka prema namjeni poucavanja
Zadatak, proces rjeSavanja i rjeSenje

Proces rjesavanja odredbenog zadatka

Igrace karte s brojkama

Vizualni prikaz osoba i rukovanja

Vizualni prikaz rukovanja osobe A i osobe B
Vizualni prikaz svih rukovanja

Niz figura od Sibica

Proces 1. oblikovanja figura u nizu

Proces 2. oblikovanja figura u nizu

Proces 3. oblikovanja figura u nizu

Proces 4. oblikovanja figura u nizu

Dijelovi slagalice tangram

Trokuti od jednog dijela

Trokuti od dva dijela

Trokuti od tri dijela

Trokuti od Cetiri dijela

Trokut od pet dijelova

Trokuti od svih sedam dijelova

56



Prilozi

Obrazac A.C.
SVEUCILISTE U SPLITU

FILOZOFSKI FAKULTET

IZJAVA O AKADEMSKOJ CESTITOSTI

kojom ja Mari Bracanovi¢ , kao pristupnik/pristupnica za stjecanje zvanja __magistrice

primarnoga obrazovanja s pojatanim modulom informacijsko-komunikacijske tehnologije u

ucenju i poucavanju , izjavljujem da je ovaj zavrsni/diplomski rad rezultat isklju¢ivo mojega rada,

da se temelji na mojim istrazivanjima i oslanja na objavljenu literaturu kao Sto to pokazuju

koriStene biljeske i literatura. Izjavljujem da ni jedan dio zavr$noga/diplomskoga rada nije napisan

na nedopusten nacéin, odnosno da nije prepisan iz necitiranoga rada, stoga ne krsi ni¢ija autorska

prava. Takoder izjavljujem da nijedan dio ovoga zavr$noga/diplomskoga rada nije iskoriSten za

koji drugi rad pri bilo kojoj drugoj visokoskolskoj, znanstvenoj ili radnoj ustanovi.

Split, 21. rujna 2023.
Potpis

/

Mencarowce

57



OBRAZAC I.P.

IZJAVA O POHRANI ZAVRSNOG/DIPLOMSKOGA RADA U DIGITALNI REPOZITORIJ
FILOZOFSKOGA FAKULTETA U SPLITU

Student/ica: Mari Bracanovié¢

Naslov rada: Potencijal matematickog zadatka
Znanstveno podrucje: Matematika

Znanstveno polje: Obrazovne znanosti

Vrsta rada: Diplomski rad

Mentor/Mentorica rada (akad. stupanj i zvanje, ime i prezime): dr. sc. Nives Baranovi¢, v. pred.
Komentor/Komentorica rada (akad. stupanj i zvanje, ime i prezime): /
Clanovi Povjerenstva (akad. stupanj i zvanje, ime i prezime):

1. doc. dr. sc. Lada Males, predsjednica

2. dr. sc. Nives Baranovi¢, v. pred., ¢lan

3. Zeljka Zorié, v. pred., ¢lan
Ovom izjavom potvrdujem da sam autor/autorica predanoga zavrS$noga/diplomskoga rada
(zaokruzite odgovarajuce) i da sadrzaj njegove elektroni¢ke inacice potpuno odgovara sadrzaju

obranjenoga 1 nakon obrane uredenoga rada. SlaZzem se da taj rad, koji ¢e biti trajno pohranjen u
Digitalnom repozitoriju Filozofskoga fakulteta SveuciliSta u Splitu i javno dostupnom repozitoriju
Nacionalne i sveucilisne knjiznice u Zagrebu (u skladu s odredbama Zakona o znanstvenoj
djelatnosti i visokom obrazovanju, NN br. 123/03, 198/03, 105/04, 174/04, 02/07, 46/07, 45/09,
63/11, 94/13, 139/13, 101/14, 60/15, 131/17), bude:

a) u otvorenom pristupu

b) dostupan studentima i djelatnicima FFST-a

¢) dostupan Siroj javnosti, ali nakon proteka 6 mjeseci / 12 mjeseci / 24 mjeseca (zaokruZite
odgovarajuci broj mjeseci).

(zaokruZite odgovarajuce)
U slucaju potrebe (dodatnoga) ograniavanja pristupa VaSemu ocjenskomu radu, podnosi se

obrazloZeni zahtjev nadleZznomu tijelu u ustanovi.

/

Split, 21. rujna 2023. %W@

Mijesto, nadnevak Potpis studenta/ice

58



