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1. Uvod

U ovom radu aktualiziraju se geometrijski problemi nastali u davnoj proslosti japanskoga
naroda, oslikani na sangaku plo¢ama, a koji su zadnjih godina sve vise dostupni kroz internetske
stranice svakome tko zeli u¢i u taj "skriveni” svijet. Sangaku su zavjetne matemati¢ke ploce na
kojima su ispisivani matematicki, posebno geometrijski problemi. Postavljane su pod strehe
svetiSta i hramova u znak zahvalnosti bogovima za uspjesno rijeSene matematicke probleme, ali i
kao znak molitve za $to uspjesniji nastavak rada na drugim matematickim problemima. Upravo
zbog unikatnosti njihovih kreacija, sangaku ploc¢e spadaju pod umjetni¢ka djela i sakralne
predmete, a takoder i U zapise matematickih dostignuca odredenih razdoblja japanske povijesti.

Na samom pocetku ovoga rada daje se kratki povijesni pregled nastanka sangaku ploca, a
u drugom se poglavlju opisuje njihov sadrzaj i struktura te se posebno isti¢u tri japanska teorema.
Sangaku tradicija smatra se potpuno jedinstvenim aspektom japanske kulture, a posebno je
zanimljivo §to ne postoji nista sli¢éno sangaku-u u svijetu. Upravo iz tog razloga, sangaku je vazan
dio svjetske kulturne bastine.

U sredi$njoj temi ovoga rada opisuje se sedam odabranih geometrijskih sangaku problema.
Uz vizualni prikaz, opis i1 detaljan prikaz rjeSenja, za svaki sangaku problem prikazana je
geometrijska konstrukcija i njezin opis po koracima. Konstrukcija problema nije izvorno sadrzana
na sangaku plo¢ama ve¢ je dodatni sadrzaj uveden u ovom radu. Cilj je bio ne samo prepricati
neku pricu, ve¢ odabrane probleme i1 njihove konstrukcije prikazati na nacin kako bi se mogli
koristiti u nastavi. Time se ovim radom osigurava dodatni nastavni materijal za primjenu u
matematiCkom obrazovanju na svim razinama: u osnovnosSkolskoj i srednjoskolskoj nastavi
matematike, ali 1 na sveucili$noj razini.

S obzirom na strukturu i nacin obrade sangaku problema, postupnost i sistemati¢nost
obrade, rad moze posluziti kao korisno polaziste ne samo uciteljima matematike ve¢ i svima onima
koji se odluce na istrazivanje geometrijskih sangaku problema, u nadi da ¢e motivirati istrazivanje

1 nekih drugih, mozda slozenijih problema.



2. Sangaku (B %8)

2.1. Edo razdoblje

O japanskoj matematici do 7. stolje¢a nema mnogo podataka, poznato je tek da u 7. stolje¢u
iz Kine u Japan pocinju pristizati prvi matematicki spisi o racunanju, algebri i geometriji. lako
matematicka znanja u Japan dolaze iz Kine, matematika nije odmah pronasla svoje mjesto u
znanosti pa dolazi do stagnacije matematicke misli. Razdoblje Sogunata Ashikaga poznato je kao
mrac¢no doba znanosti Japana, a trajalo je oko dvjesto pedeset godina. To razdoblje obiljezeno je
ratnim sukobima medu klanovima koji su se borili za prevlast i samim time pusto$ili zemlju i
onemogucili razvoj znanosti. Tokugawa Ieyasu odnosi veliku pobjedu porazivsi Hideyorija, Sto
rezultira ujedinjenjem Japana. Tokugawu car proglasava Sogunom, a sjediStem Soguna postaje
provincijski grad Edo, danasnji Tokio, po kojem je ovo vazno razdoblje povijesti Japana dobilo
ime. Razdoblje Edo karakteriziraju mir i samonametnuta izolacija Japana u trajanju od dvjesto
pedeset godina, a upravo je sangaku tradicija obiljezila Edo razdoblje. Naime, matematika je
dobila uporiste u japanskoj kulturi prikazivanjem matemati¢kih sadrzaja na lijepo oslikanim
drvenim plo¢ama, sangaku plo¢ama, postavljenim na mjesta bogostovlja (Kabi¢, 2012).

Chou Pei Suan Ching, u prijevodu Aritmeticki klasici, jedan je od najstarijih i najpoznatijih
kineskih matematickih tekstova koji je imao najveci utjecaj na japansku matematiku toga vremena.
Chou Pei Suan Ching nastao je izmedu 500. i 300. godine prije Krista, a rije¢ je o 256 rijeSenih
problema. Takoder, u njoj se nalazi Gougu teorem, odnosno vizualni dokaz Pitagorina poucka
(Slika 1.) za slu¢aj a=3, b=4i c=5 (Kabi¢, 2012).
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Slika 1. Gougu teorem
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2.2. Sangaku (5%H) - matematicke ploce

Najjednostavniji, doslovan prijevod japanske rije¢i sangaku znaci matematicka ploca.
Kada se ude u analizu sadrZaja tih ploc¢a dolazi se do preciznijeg znaCenja. Naime sangaku je
izvorno slozenica rijeci san, §to oznacava racun ili izracun, odnosno aritmetiku i rije¢i gaku $to na
japanskom jeziku znaci znanost ili u¢enje. Drugim rije¢ima, sadrzaji sangaku ploc¢a su razni
matematicki problemi, krace sangaku problemi, koje su japanski matematicari, odnosno ucitelji i
ucenici samurajskih Skola, ali i obi¢an narod, ispisivali na drvenim plo¢ama, S posebnom
pozornoS¢u 1 paznjom ukraSavali, a zatim ith postavljali pod krovista SintoistiCkih svetiSta i
budistickih hramova. Prema nacinu prikaza i mjestu izlaganja sangaku problema, na Zapadu se

oni Cesto nazivaju Geometrijski problemi u Japanskim hramovima (Slika 2.).

1)

Autori sangaku-a u pocetku su se koristili starokineskim jezikom, kanbunom. Kanbun je u

Slika 2. Svetiste Kaizu Tenman, sangaku ploca iz 1875. pod krovistem hrama

Japanu ono S$to je latinski jezik na Zapadu: jezik kojim se koristio samo visokoobrazovani dio
stanovniStva. Sangaku je bio kulturni fenomen Japana toga doba, slabije poznat ostatku svijeta, ali
jako vazan dio svjetske kulturne bastine. Sangaku ploce su unikatne kreacije jer su istovremeno i
umjetnicka djela i sakralni predmeti, ali i originalna matematicka dostignuca odredenog razdoblja
(Kabi¢, 2012). Na sangaku plocama rijetko su se davala objasnjenja ili dokazi sangaku problema,
vjerojatno zbog ograni¢enosti prostora, ali i kako bi ¢itatelji bili izazvani da do rjesenja problema
dodu sami. Najstarija sacuvana Sangaku ploca potjece iz 1683. godine, a pronadena je u Tochigi
prefekturi (Katsuhito, 2017). Prema Makishitau, osim te, sacuvano je tek oko 900 ploc¢a i nekoliko
rukom pisanih zbirki Sangaku problema s poc¢etka 19. stolje¢a, dok su ostale oSteCene vremenom
ili uniStene pozarima i ratovima. Prema Katsuhito, 2005. godine pronadeno je pet ploca u

prefekturi Toyama, Sto ukazuje na €injenicu da joS uvijek postoje neotkrivene sangaku ploce.



2.3. Religije Japana i sangaku problemi

Japan je drzava s dvjema dominantnim religijama. Uz japanski Sintoizam, budizam je
takoder postao dominantnom religijom kada je u 7. stoljecu stigao u Japan iz Kine. Budisticki su
hramovi bili sredista ucenja, dok su se u Sintoisti¢kim svetiStima odrzavali tradicionalni japanski
festivali i rituali (Katsuhito, 2017). Po narodnim je vjerovanjima bozica Kama, koja ujedinjuje
vise od 800 bozanstava, voljela konje pa su joj ih stoga Japanci koji su bili u mogucénosti poklanjali.
S druge strane, oni Japanci koji nisu bili u moguénosti pokloniti konja, bozici Kami su poklanjali
sliku konja na drvenoj ploc¢i kao zavjetni dar ili kao zahvalu bogovima. Slike konja na drvenim
plo¢ama postavljane su pod strehe svetista, kao i sangaku plocCe pa stoga jedni tvrde da su sangaku
takoder zavjetne ploce darivane Sintoistickim svetiStima 1 budistickim hramovima u znak
poboznosti, molitve ili zahvale budu¢i da su u nedostatku nadahnuca nekada znale pro¢i i dvije
godine u rjesavanju odredenih sangaku problema (Kabi¢, 2012). Sintoisti¢ka svetiita u Japanu
poznata su kao Ema. E znadi slika, a ma znaci konj pa se iz toga moze povezati darivanje slika
konja kao zavjetni dar i postavljanje sangaku ploca na ista mjesta (Fameli, 2020). U to vrijeme nije
bilo mnogo privatnih $kola pa je razumljivo da su uéitelji osjecali potrebu zahvaliti se bogovima
na matematickim otkri¢ima pripadnika njihovih skola. Drugi moguc¢i razlog postavljanja sangaku
ploc¢a pod strehe svetista i hramova (Slika 3.) je $to u to vrijeme nije bilo sveuciliSta u Japanu pa
su tako Sintoisti¢ka svetista i budisticki hramovi bili sredista znanja (Kabi¢, 2012). Sli¢an obicaj S
plo¢icama zahvale uvrijezen je i u nekim dijelovima Hrvatske, kao na primjer kamene plo¢ice —

zahvalnice u Kamenitim vratima. (Devidé, 2010).
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Slika 3. Svetise Takemizuwake, Nagano Prefektura



2.4. Wasani Yosan

Bogatstvo stvaralastva japanskih geometriCara zaudujuce je s obzirom na njihovu
odcijepljenost od ostatka svijeta. Iz sadrzaja sangaku ploca vidljivo je da su Japanci poznavali
neke geometrijske tvrdnje puno prije no $to su otkriveni na Zapadu. Matematika koja je nastala u
Japanu tijekom Edo razdoblja naziva se Wasan (#0) (wa — japanski, san — izra¢un), §to u prijevodu
znaci japanska matematika, dok zapadnjacku matematiku Japanci nazivaju Yosan (G£%). Smatra
se da je Wasan nastao 1627. godine objavom knjige Jinkoki, u prijevodu Mali i veliki brojevi,
autora Yoshide Mitsuyoshija (Slika 4.). Djelo Jinkoki najutjecajnija je knjiga za matematicko
obrazovanje u Japanu toga doba, a bila je i sinonim za aritmetiku. U njoj su dani i primjeri iz

svakodnevnog zivota u Japanu toga vremena te se vjezbalo racunanje na sorobanu, odnosno na

japanskoj inacici abakusa (Katsuhito, 2017).

LUES B
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Slika 4. Jinkoki - Mali i veliki brojevi
Jedan od najvecih matemati¢ara Edo razdoblja je Seki Takakazu (Seki Kowa, Slika 5.).
Zivio je od oko 1642. do 1708. godine, a za svoga Zivota razvio je odredene matematicke vjestine
1 koncepte te doSao do odredenih matematic¢kih spoznaja prije svojih suvremenika matematicara
na Zapadu po kojima su odredene metode 1 pravila dobila ime. Seki Takakazu bavio se problemima
iz razli¢itih podruc¢ja matematike, a najznacajnije Takakazuovo otkrice bio je princip kruga — Enri
(Yenri). U pocetku se ta metoda koristila u raunanju povrsine kruga, a kasnije ju je Seki poop¢io

i koristio za ra¢unanje povrsina likova omedenih raznim krivuljama (Fameli, 2020).



Slika 5. Matematicar Seki Takakazu

Tijekom 20. stolje¢a sangaku problemima se nije posveéivalo previse pozornosti, ali
gledajuéi internetske stranice u danasnje vrijeme moze se vidjeti da su oni danas itekako aktualni
i to zahvaljujuc¢i nekim od nastavnika i ucitelja matematike koji su te probleme aktualizirali
obilaze¢i svetista i hramove diljem Japana te piSuci o tome. Izmedu ostaloga, jedan od poznatijih
je srednjoskolski nastavnik Hidetoshi Fukagawa koji ponovno obnavlja sje¢anje na sangaku
probleme objavljujué¢i 0 njima u casopisima i knjigama. Danas se moZe na internetu pronaci
mnos$tvo sangaku problema, ali i onih problema koji su im nalik, $to upuéuje da se mnogi njima
bave, dok se dio njih vrlo vjerojatno Kkoristi i u nastavi. 1z navedenog je vidljivo da su sangaku
problemi itekako aktualni i nakon tri stolje¢a (Vincent & Vincent, 2004).

Hidetoshi Fukagawa obilazio je svetista i hramove diljem Japana kako bi otkrio i saéuvao
sve postojece ploCe, a Opisao je i svoj prvi susret sa sangaku-om 1969. godine: ucitelj japanske
knjizevnosti zamolio ga je da deSifrira knjigu iz 1815. godine, otisnutu na drvene blokove. To nam
daje naslutiti kako je tradicionalna japanska matematika, wasan, koja je nekada cvjetala u Edo

razdoblju, u 20. stoljecu bila gotovo zaboravljena (Kabi¢, 2012).



2.5. Sakoku i Genroku

Razdoblje japanske povijesti, nazvano Sakoku, oznacavalo je zatvorenu zemlju. Tijekom
tog razdoblja nije bilo razmjene materijalnih dobara, kulture niti bilo kakvih informacija izmedu
Japana i ostatka svijeta, ¢ime Japan postaje potpuno izoliran otok. Razdoblje Sakoku je takoder
poznato i pod nazivom "Veliki mir" upravo zbog razdoblja samoce koja je nastupila uslijed
samonametnute izolacije Japana: strancima je bilo zabranjeno ulaziti u Japan, a Japanci nisu smjeli
napustati svoju zemlju. KrSenje nametnutih odredbi rezultiralo bi smrtnom kaznom. Razdoblje
samonametnute izolacije Sakoku zavrsilo je 1641. godine kada je Japan maloj skupini nizozemskih
trgovaca dopustio pristanak i boravak na umjetnom otoku Deshima jednom godisnje (Fameli,
2020). Minijaturna Deshima napravljena u luci Nagasaki, bila je okruzena zidom, a s kopnom ju
je povezivao most kojega je nadzirala straza (Slika 6.). Japan je imao jos$ jedan kontakt sa svijetom:
osim nizozemskoga, i jedan je kineski brod mogao jednom godi$nje pristati u japansku luku. Kada
su klanski ratovi prestali, Japan je napokon bio ujedinjen i nastupilo je razdoblje mira. Samuraji

su poceli gubiti na vaznosti i imali su sve manji utjecaj (Katsuhito, 2017).

Slika 6. Otok Deshima

Odjeljenje Japana od ostatka svijeta samonametnutom izolacijom rezultiralo je snaznim
razvojem autohtone znanosti, ali i umjetnosti. Ovo razdoblje nazvano je Genroku, a ¢esto se naziva
i Genroku renesansom. Ovo razdoblje obiljezili su samuraji koji su u nedostatku posla, zbog stanja

mira, otvarali svoje privatne skole (juku). Glavni predmeti u Skolama samuraja bili su Citanje,



pisanje i matematika, a poducavale su se i borilatke vjestine, filozofija, ¢ajne ceremonije i
aranziranje cvijeca. Njegovale su se takoder i vjeStine u medicini, poeziji i glazbi. Na samom kraju
Edo razdoblja, u Japanu je u tek dvjesto pedeset godina provedeno masovno opismenjavanje do
tada gotovo nepismene populacije i tako japansko stanovnistvo dozivljava procvat. Buducéi da su
samurajske Skole, tzv. juku, bile jedini oblik $kola toga vremena u Japanu, vrlo vjerojatno i sangaku
tradicija vuce korijene iz upravo takvih Skola. Ne zna se tko su sve autori sangaku problema, ali
poznato je da su ih, osim ucitelja i u¢enika samurajskih Skola, izradivali i Zene i djeca. Igrom s
trokutima i kruznicama na jednostavan nacin, stvorili su se sloZeni problemi koji plijene pozornost
estetskim oblikovanjem raznim bojama na plo¢ama, ali kada se analiziraju brzo se uo¢ava da i nisu

bas svi tako jednostavni kako na prvu izgledaju (Rothman & Fukagawa, 1998).

2.6. Haiku poezija

Hrvatski matemati¢ar Devidé koji se bavio izmedu ostalog i sangaku problemima, ali i
pisanjem haiku poezije u svojoj knjizi Cudesna matematika — pogled iznutra i izvana, objasnjava
poveznicu matematike i haiku poezije:

., Estetski kriteriji igraju vaznu ulogu pri formuliranju citavih matematickih struktura i

teorija, posebno pri odabiru aksioma koji ih definiraju, pri cemu vaznu i odlucujucu ulogu

igraju ne samo zahtjevi za istinitos¢u, nego i za ljepotom. Pa ako smo vec¢ prihvatili

Cinjenicu da su i poezija (a time i njezin haiku oblik) i matematika (i) umjetnost, nece biti

¢

neocekivano ili zacudujuce da medu haiku poezijom i matematikom ima nekih veza.*

(Devidg¢, 2010, str 52).

Haiku poezija jos je jedan od brojnih oblika umjetnosti Japana nastala u razdoblju japanske
povijesti Genroku renesanse. Pripada japanskoj pjesni¢koj nerimovanoj formi. Karakteristi¢no je
da se sastoji od samo jedne strofe od 17 slogova. Strofa ima tri stiha, a forma u kojoj su pisani je
strogo odredena: prvi stih ¢ini pet slogova, drugi stih sedam, a tre¢i, ujedno i zadnji stih, sastoji se
opet od pet slogova. Kao zaseban oblik poezije u japanskoj knjizevnosti postaje tek u 17. stoljecu,
ali ostaje nepoznat javnosti pod nazivom haiku sve do 19. stoljeca.

Izraz haiku izvedenica je nastala od rije¢i haikai, sto oznaCava saljivi oblik pjesme

povezane stihovima (renge), i rije¢i hokku koja oznac¢ava pocetak strofe renge (Britannica: Haiku).



Ovaj oblik knjiZzevnosti postao je prepoznatljiv vrlo rano u razdoblju Tokugawa Sogunata
kada ga je Basho, veliki majstor haiku poezije, uzdigao na razinu visoko profinjene umjetnosti i
tako popularizirao ovaj oblik poezije u 17. stolje¢u. Danas se Basho stoga smatra najutjecajnijim
pjesnikom i piscem haiku poezije 17. stoljeca. Njegova su putovanja Japanom postala tema
njegovih stihova, a njegovi su haikui bili dostupni §irokom dijelu japanskog druitva. Siroka
privlacnost, ali i dostupnost pjesama pomogla je da ovaj oblik umjetnosti postane najpopularniji
oblik u japanskoj poeziji. Osim Bashoa, jos neki o utjecajnijih pjesnika haiku poezije bili su Buson,
Shiki, Kyoshi i Kawahigashi Hekigoto (Britannica: Matsuo Basho)

Danas se izraz haiku Kkoristi za opisivanje svih pjesama koje koriste strukturu od tri stiha
od 17 slogova te motiv za pisanje viSe nije samo priroda ve¢ se raspon tema prosirio. Takoder,
svaka pjesma napisana u obliku haikua ili njegova modifikacija na jeziku koji nije japanski,
takoder se naziva haiku. Nakon Drugog svjetskog rata se popularnost ovog oblika knjizevnosti
znacajno proSirila izvan granica Japana, dok se danas haiku piSe i na velikom broju jezika svijeta.
Svakako je haiku ostao umjetnost izrazavanja $to vi$e misli u §to manje rijeci (Britannica: Haiku).

U nastavku su dana dva primjera haiku poezije na japanskom jeziku (Slika 7.), koje
potpisuje Basho (Fine Japanese Calligraphy, Matsuo Bashé Haiku), s prijevodom na hrvatski jezik.

Slika 7. Haiku poezija — Basho



Prva haiku pjesma

natsukusa ya
tsuwamono domo ga

yume no ato

Basho

Druga haiku pjesma

kane kiete
hana no ka wa tsuku

yuube kana

Basho

BEE®
EELM
Z D

FHAT
EOEFE
5~

BE

Ljetna trava
ratnici su

tragovi snova.

I dok zvono hrama blijedi
zvuk se zadrzava u mirisu cvijeca

vecer.
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3. Sadrzaj i struktura sangaku ploca

Promatrajuéi sangaku plo¢e uocljivo je na prvi pogled da su autori sangaku plo¢a posebnu
paznju posvecivali estetskom dojmu, kojeg su ostvarivali sluze¢i se raznim bojama i
kompozicijama prikazanih likova (Kabi¢, 2012). Na sangaku plo¢ama najce$ce su postavljeni
razli¢iti problemi koje treba rijeSiti pa se zato nazivaju sangaku problemi. Medu sangaku
problemima postoje jednostavni i lako rjeSivi, ali i oni koje je moguce rijesiti tek uz primjenu
razradenih matemati¢kih metoda, uz dozu maste, kreativnosti i upornosti (Devidé, 2010).

Sangaku problemi naj¢esce objedinjuju razli¢ite geometrijske koncepte u jednu vizualno
privlac¢nu cjelinu te se zahtjeva otkrivanje ili potvrdivanje odgovaraju¢eg odnosa medu njima, zbog
Cega se 1 nazivaju geometrijski sangaku problemi. Unutar njih se odreduju razne vrste odnosa
izmedu stranica razli¢itih n-terokuta i radijusa kruznica, izmedu njihovih povrsina, razmatraju se
razli¢iti problemi optimizacije itd. Stoga, svaki Citatelj koji se zeli uhvatiti u kostac s rjeSavanjem
odabranog geometrijskog sangaku problema, treba imati barem elementarna geometrijska znanja,
ali i razumijevanje utkanih geometrijskih koncepata kako bi ih mogao funkcionalno povezati u
svrhu otkrivanja puta do rjeSenja postavljenog problema.

Sadrzaj sangaku plo¢a obi¢no slijedi zadanu formu, postavljanje problema kroz umjetnicki
prikaz i popratni tekst te izraz koji treba utvrditi (Jojutstu formula). Medutim, na veéini sangaku
plo¢a nije dan potpuni dokaz ili obrazlozenje postavljenog izraza najéesée zbog nedovoljno
prostora na plo¢i. No, s druge strane, smatralo se da su sangaku ploce postavljene na takav nacin i
kao izazov Citatelju, dok je konaan izraz dan kao ideja vodilja na putu rjeSavanja problema.
(Fameli, 2020).

Kada se govori o sadrzaju sangaku plo¢a nezaobilazno je spomenuti tri japanska teorema,
koja su postavili Y. Mikamija i T. Kobayashi. Vizualnim prikazom plijene pozornost Citatelja vec
na prvi pogled, ali za otkrivanje postavljenog izraza potrebno je ipak malo vise suptilnog

geometrijskog znanja i vjestina rjeSavanja geometrijskih problema.

11



3.1. Prvi japanski teorem

Prvi japanski teorem razmatra konveksni n-terokut koji je upisan u krug. Povlacenjem
dijagonala iz jednog vrha, n-terokut se dijeli na n—2 trokuta, a zatim je u svaki od tih trokuta
upisana kruznica. Teoremom se tvrdi da je zbroj radijusa svih upisanih kruznica konstantan te da

ne ovisi o podjeli n-terokuta na trokute (Slika 8.).

Dakle, treba dokazati:

Akosu r,r,...r,_, radijusi kruznica upisanih u trokute, onda vrijedi: 1, +r,+...+r._, =C.

Slika 8. Vizualni prikaz prvog japanskog teorema
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3.2. Drugi japanski teorem

U drugom japanskom teoremu razmatra se konveksni ¢etverokut ABCD koji je upisan u
krug (tetivni Cetverokut). Povla¢enjem svake dijagonale ¢etverokut se dijeli na dva trokuta i u
svaki od tih trokuta upisana je kruznica. Sredista tih kruznica ¢ine Cetverokut EFGH koji je
pravokutnik (Slika 9.).

Dakle, treba dokazati:
Ako su E, F, G i H sredista kruznica upisanih redom u trokute AABC, ABCD, ACDA i ADAB,
onda je Cetverokut EFGH pravokutnik.

Slika 9. Vizualni prikaz drugog japanskog teorema
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3.3. Tredi japanski teorem

Treci japanski teorem razmatra tri kruznice razli¢itih radijusa koje se dodiruju izvana svaka
sa svakom 1 sve tri kruZznice dodiruju isti pravac. U ovom problemu treba uspostaviti odnos izmedu
radijusa kruznica, odnosno radijus najmanje kruznice treba prikazati preko radijusa preostalih

dviju kruznica (Slika 10.).

Dakle, treba dokazati:

Ako su radijusi kruznica t, r i R, pri ¢emu je t <r <R, onda vrijedi: it = i+ LR
r

Slika 10. Vizualni prikaz trec¢eg japanskog teorema

Inspirirani ljepotom predstavljenih geometrijskih sangaku problema u nastavku slijedi
detaljan opis sedam odabranih problema koji objedinjuju razli¢ite elementarne geometrijske
koncepte euklidske geometrije. Medu odabranim problema nalazi se i treci japanski teorem.

Pri odabiru sangaku problema glavna ideja vodilja bila je mogucnost rjeSavanja
postavljenih problema znanjima koja se stjeCu tijekom osnovnoskolskog matematickog

obrazovanja.
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4. Odabrani geometrijski sangaku problemi

Struktura obrade odabranih geometrijskih sangaku problema u ovom radu sli¢na je
strukturi na sangaku plo¢ama. Prvo se predstavlja problem kroz odgovaraju¢i umjetnicki izricaj,
uz koji se isti¢e mjesto (prefektura) i godina izlaganja originalne plo¢e. Uz predstavljeni problem
daje se i tekstualni opis problema te se istice koji odnos je potrebno otkriti ili obrazloziti. Zatim
slijedi detaljan prikaz rjeSenja koji uklju¢uju samo elementarna geometrijska znanja. Vodeni
prethodno opisanim Kkarakteristikama sangaku problema, cilj ovog rada bio je ponuditi detaljan
prikaz rjeSenja odabranih geometrijskih sangaku problema na nac¢in na koji bi se moglo raditi s
ucenicima na satu matematike.

Osim rje$enja problema, uz svaki problem daje se i prikaz konstrukcije sangaku figure koja
se razmatra unutar problema te detaljan opis procesa konstruiranja po koracima. Sve koristene
figure izradene su u programu dinamicke geometrije i sam opis procesa konstruiranja slijedi stvarni
proces konstruiranja. Uz konstrukciju se ne daje posebno diskusija zato Sto opravdanost
konstrukcije u vecini slu¢ajeva proizlazi iz samog rjeSenja problema.

Problemi su poredani prema zahtjevnosti i vrstama koncepata koji su u njima zastupljeni,

a koji slijede geometrijski kurikulum elementarnog matematickog obrazovanja.
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4.1. Problem 1. Lunule unutar pravokutnika

D C

A B

Slika 11. Problem 1 - Fukushima prefektura, 1883.

Opis problema: Cetverokut ABCD je pravokutnik kojem je | AB| =|BC|+/2 . Krug koji dira

dulje stranice pravokutnika prolazi sjeciStima polukruznica nad tim stranicama i tako oblikuje

dvije lunule. Povrsinu lunule izrazite preko duljine dulje stranice pravokutnika (Slika 11.).

Rjesenje: Neka je zadan pravokutnik ABCD kojemu je kraca stranica duljine |BC|=a i

dulja stranica duljine |AB|=a+/2 (Slika 12.).

Neka je R radijus polukruznica k1 i k2 nad duljim stranicama pravokutnika, a P i Q sjecista
tih polukruznica. Nadalje, neka je r radijus kruznice k koja iznutra dira stranice pravokutnika, a E

i F diralista te kruznice i stranica pravokutnika. S obzirom da kruznica Kk prolazi sjecistima
polukruznica P i Q, zbog simetrije, tocke E i F polovista su stranica pravokutnika AB i CD redom.

Kako je stranica AB duljine |AB| =a+/2 i ta stranica promjer je polukruznice duljine 2R

a2

vrijedi: 2R =a~/2 , odnosno polumjer polukruznice duljine je R = — S obzirom na to da su A,

B, P i Q totke iste polukruznice sa sredistem E vrijedi: |AE|=|PE|=|QE|=|BE|=R = %
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A R E R B

Slika 12. Slika Problema 1 s oznakama

Prema uvjetu dodira kruznice K i stranica pravokutnika (koje pripadaju tangentama te
kruznice) vrijedi: EF L AB i EF L CD. Kako su duzine EF i BC okomite na iste stranice

pravokutnika, one su medusobno paralelne, tj. vrijedi: EF || BC, a kako je udaljenost izmedu

paralelnih stranica pravokutnika jednaka, vrijedi: |EF|=|BC|=a. S druge strane, promjer
kruznice k je duzina EF duljine 2r pa vrijedi: 2r =a, odnosno polumjer kruznice k duljine je:
a
r=—.
2

Nadalje, kruznica k prolazi i sjecistima polukruznica P i Q , a duZina PQ sadrzi sredite
kruznice S pa je PQ promjer kruznice i vrijedi: |PQ|=2r=a. Kako je APEQ trokut nad
promjerom kruznice k on je pravokutan, a kako je njegov vrh srediSte polukruznice on je i
jednakokracan s katetama duljine R.

Kako bi se odredilo koliku povrSinu zauzima lunula, oznaka P, potrebno je odrediti

Lunule *

koliku povrsinu zauzima polukrug nad promjerom PQ, oznaka Pooiukruga » K@O 1 kruzni odsjecak

radijusa r

nad tetivom PQ, oznakaP,

ruznog
odsjecka

. Za odredivanje mjere povrsiné kruznog odsjecka potrebno je

odrediti koliku povrSinu zauzima pripadni kruzni isjecak koji je dio polukruga radijusa R i

sredi$njeg kuta od 90°, oznaka P,

ruznog %
isjecka
radijusa R

kao i koliku povrSinu zauzima pripadni trokut P, .
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Povrsina koju zauzima polukrug nad promjerom PQ:

2 2
1 1, 1(a 1 a a
I:’pomruga:—Pk]ruga =—r ﬁ:—(—j T=——T=—17.

radijusa r 2 radijusa r 2 2\ 2

Povrsina koju zauzima kruzni isjecak koji je dio polukruga radijusa R i sredi$njeg kuta od 90°:

2
1 1., 1faf2 1 a22 a
kruznog :_Pkma =—Rzr==| — = —. T=—17
iSjeékaé 4 rad‘gg/'usa g 4 4 2 4 4 8

radijusa R

Povrsina koju zauzima jednakokracni pravokutni trokut s katetama PE i EQ duljine R:

2
o _IPE[[EQ_RR_1., 1fay2| 1 a’2_a’
APEQ 2 2 2 2( 2 2 4 4
Konacno, povrsina koju zauzima jedna lunula jest:
PLunele = Ppolukruga - kruznog
radijusa r odsjecka
= Ppolukruga - Pkruénog - PAPEQ
radijusa r isjecka
radijusa r
= Ppolukruga - Pkménog + PAPEQ
radijusa r isjecka
radijusa r
a®> a® a’
=—nT——7T+—
8 8 4
1 .
. 2 aa a’> 2a> |AB[ y
Kako je |AB|=a+2, odnosno |AB| = 2a, vrijedi: P, =—=——='—". To znadi

e 48 8
da je povrsina kvadrata, kojemu stranica odgovara duljoj stranici pravokutnika, osam puta vec¢a od
povrsine koju zauzima jedna lunula, odnosno ¢etiri puta veca od povrsine koju zauzimaju dvije
lunule.
|AB|" =8P
|AB|" =4-(2P_.)
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Konstrukcija: Prije konstrukcije sangaku figure potrebno je konstruirati duzinu duljine a2.

Neka je zadana duzina duljine a. Duzina duljine a~/2 moze se konstruirati kao dijagonala kvadrata

stranice duljine a ili kao hipotenuza pravokutnog trokuta kojem su katete duljina a (Slika 13.).
Prvi dio: konstrukcija duzine duljine av/2.

a C

q

Slika 13. Konstrukcija duzine duljine a~/2

- na proizvoljni pravac p prenese se duzina duljine a od proizvoljne tocke A, |AB|=a

- kroz toc¢ku B konstruira se okomica q na pravac p

- naokomicu q prenese se duzina duljine a od to¢ke B, |BC| =a

- duzina AC je hipotenuza trokuta AABC duljine av/2 , |AC|=a+2.

Drugi dio: konstrukcija cijele sangaku figure (Slika 14.).

D Fl R C
k
: S
| L
A R E B
5 q

Slika 14. Konstrukcija sangaku figure 1
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Konstrukcija pravokutnika ABCD:

na proizvoljni pravac p prenese se duzina duljine a2 od proizvoljne tocke A,
|AB|=a+/2

- kroz B se konstruira okomica g na pravac p

- naokomicu q prenese se duzina duljine a od tocke B, |BC|=a

- iz tocke A opiSe se kruZnica radijusa a, k(A a)
- iz tocke C opise se kruznica radijusa a2, k (C, a2 )

- opisane kruznice sijeku se u tocki D, k(A,a)nk (C, aﬁ) ={D}

¢etverokut ABCD konstruiran na ovaj nacin jest pravokutnik.

Konstrukcija polukruznica Ky i k2:
- konstruira se simetrala s stranice AB (koja je ujedno i simetrala stranice CD)

simetrala polovi stranice AB i CD redom u tockama E i F
.. L. S . . a2
- konstruiraju se polukruznice ki 1 k2 iz toaka E i F radijusa R=|AE|:T nad
stranicama AB i CD redom kao promjerima, k, (E,R) i k, (F,R).

Konstrukcija kruznice k:

- konstruira se poloviste S duzine EF, a zatim kruznica k sa sredistem S radijusa
EF
r =%, k(S.r).

Opisanim postupkom konstruirana je cijela sangaku figura.
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4.2. Problem 2. Dvije kruZnice razli¢itih radijusa sa zajednickom tangentom

Slika 15. Problem 2 - Miyagi prefektura, 1892.

Opis problema: Dvije kruznice razli¢itih radijusa dodiruju se izvana i obje kruznice

dodiruju isti pravac. Odrediti udaljenost izmedu tocaka diralista tih kruznica i pravca (Slika 15.).

RjeSenje: Neka su kruznica K1 sa sredistem S, i radijusom R te kruznica k2 sa srediStem S,
i radijusom r, pri ¢emu je R >r, kruznice koje se dodiruju izvana u tocki D. Nadalje, neka je A

tocka diralista kruznice ki i pravca p, a B tocka diralista kruznice k2 i pravca p. Neka je d =|AB]|

udaljenost izmedu diralista A i B na pravcu p koju treba odrediti (Slika 16.).
S obzirom na to da kruznice ki i k2 dodiruju isti pravac p, taj pravac je zajednicka vanjska

tangenta tih dviju kruznica. Prema uvjetu dodira kruznice i tangente, polumjeri povuceni iz

diralista okomiti su na tangentu, zato vrijedi: A_S1 1p, B_S2 1 p. Kako su istaknuti polumjeri
okomiti na isti pravac p, oni su medusobno paralelni, tj. AS, || BS, .
Prema uvjetu dodira dviju kruZnica izvana, srediSta kruznica S, i S, te diraliste D

kolinearne su totke (pripadaju istom praveu) pa vrijedi: |S,S,|=|S,D|+|DS,|=R+r.
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Slika 16. Slika Problema 2 s oznakama

Neka je S,E okomica povuéena iz srediita S, na polumjer AS, . S obzirom na to da su
pravac p i okomica S,E okomiti na isti polumjer, oni su medusobno paralelni, tj. S,E || p . Stoga
je Cetverokut ABS,E pravokutnik jer su mu nasuprotne stranice paralelne, a kutovi pravi. U
pravokutniku su nasuprotne stranice jednakih duljina pa vrijedi: |ES,|=|AB|=d i |AE|=|BS,|=r

Promotrimo ASES, (Slika 17.). Trokut je pravokutan s pravim kutom pri vrhu E.
Hipotenuza trokuta duljine je |S,S,|=R+r, jedna kateta duljine je |S,E|=|S,A|-|AE|=R-r, a

druga kateta duljine je |ES,|=d i to je duljina koju treba odrediti.

S
R+r
R-r %‘ s,
E | d .
r r
1 L]
4 d B

Slika 17. Izdvojeni trokut AS ES,

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut AS,ES, dobiva se duljina druge katete:
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ES,|" =IS,S, | —|S.E|
=(R+r) —(R-r)’
= R2+2Rr+r2—(R2—2Rr+r2)
=4Rr

Konatno, vrijedi: |AB|=|ES,|=2+Rr, odnosno |AB|=./(2R)(2r), $to znati da je

udaljenost izmedu diraliSta kruznica s pravcem jednaka geometrijskoj sredini promjera tih

kruznica.

Konstrukcija: Prije konstrukcije sangaku figure potrebno je konstruirati duzinu koja odgovara

duzini izmedu diralista dviju kruznica i pravca.

Neka su zadani polumjeri (promjeri) dviju kruznica duljine R i r. Duzina duljine
d = 2JRr =/(2R)-(2r) moZe se konstruirati kao visina na hipotenuzu pravokutnog trokuta nad

promjerom kruznice duljine 2R+ 2r.

Prvi dio: konstrukcija duzine duljine d =2+/Rr (Slika 18.).

D
k
d
2R 2r \ p
A P |B C
q

Slika 18. Konstrukcija duzine duljine d =2+/Rr

23



- naproizvoljni pravac p prenese se duzina duljine 2R poevsi od proizvoljne tocke A, | AB| = 2R

- zatim se na pravac p prenese duzina duljine 2r poevsi od tocke B, |BC|=2r
- konstruira se poloviste P duzine AC , koja je duljine |AC|=|AB|+|BC|=2R+2r

- konstruira se (polu)kruznica k nad promjerom E, sa sredistem P radijusa
2R+2r

|PA| = =R+r1; k(P,|PA))

- kroz tocku B konstruira se okomica q na pravac p
- neka je D tocka presjeka kruznice k i okomice ¢; k nq={D}
- trokut AACD je pravokutan s pravim kutom pri vrhu D (obodni kut nad promjerom kruznice),

a duzina BD je njegova visina na hipotenuzu

- prema Euklidovom poucku o duljini visine na hipotenuzu pravokutnog trokuta vrijedi:
|BD|=/|AB||AC| = |/(2R)-(2r) =2vRr .

Vrijedi: d =|BD| = 2Rr .

Drugi dio: konstrukcija cijele sangaku figure (Slika 19.).

q:
q>
k;
Sy
b‘\\\‘\ D
R
14
4 d

Slika 19. Konstrukcija sangaku figure 2
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- na proizvoljni pravac p prenese se duzina duljine d pocevsi od proizvoljne tocke A,
|AB| =d =2vRr
- kroz tocke A i B konstruiraju se redom okomice g1 i g2 ha pravac p

- naokomicu g1 prenese se duzina duljine R pocevsi od tocke A, |AS,|=R

- naokomicu gz prenese se duzina duljine r pocevsi od tocke B, |BS,|=r

- konstruiraju se kruznice: ki sa srediStem S; radijusa R i kruznica ko sa sredistem S; radijusa r;
k. (S, R) i k,(S,,r)

- presjek kruznica ki i k2 je tocka D, tj. tocka diralista tih dviju kruznice, k, "k, ={D}.

Opisanim postupkom konstruirana je cijela sangaku figura.
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4.3. Problem 3. Tri kruZnice razli¢itih radijusa sa zajedni¢ckom tangentom

Slika 20. Problem 3 - Gunma Prefektura, 1824.

Opis problema. Tri kruznice razli¢itih radijusa dodiruju se izvana svaka sa svakom i sve

tri kruznice dodiruju isti pravac. Ako za radijuse kruznica vrijedi t <r <R pokazati da onda
ijedi —1 —1 +—1 (Slika 20.)

vrijedi: = IKa ZU.).
RN RN N =

Ovaj sangaku problem poznat je i kao jedan od tri vaZna japanska teorema. lako je nastao
u razli¢ito vrijeme u odnosu na prethodno opisani problem, ovdje se razmatra kao prirodan
nastavak prethodnog sangaku problema. 1z tog razloga koriste se i jednake oznake za podudarne

elemente.

Rjesenje: Neka su kruznica ki sa sredistem S, i radijusom R, kruznica k2 sa sredistem S, i

radijusom r te kruznica k sa srediStem S radijusa t tri kruznice koje se dodiruju izvana svaka sa
svakom, pri ¢emu je R >r >t. Neka je diraliste kruznica ki i ko to¢ka D, diraliste kruznica ki i k
tocka E te diraliste kruznica ko i kK tocka F (Slika 21.).
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Nadalje, neka su A, B i C tocke diralista kruznica ki, k2 i k redom s pravcem p. S obzirom
na to da sve tri kruznice dodiruju isti pravac p, taj pravac je njihova zajednicka vanjska tangenta.

Prema uvjetu dodira kruznice i tangente, polumjeri povuceni iz diraliSta okomiti su na tangentu,

zato vrijedi: AS, L p, BS, L p i CS L p. Kako su istaknuti polumjeri okomiti na isti pravac p,

oni su medusobno paralelni, tj. AS, || BS, ||CS .

A

Slika 21. Slika Problema 3 s oznakama

Prema uvjetu dodira dviju kruZnica izvana, srediSta kruznica S, i S, te diraliSte D
kolinearne su tocke (pripadaju istom pravcu) pa vrijedi: |S;S,|=|S,D|+|DS,|=R+r. Analogno,
sredita kruznica S, i S te diraliste E kolinearne su tocke pa vrijedi: |S,S|=|S,E|+|ES|=R+t.
Takoder, srediSta kruznica S, 1 S te diraliste F kolinearne su tocke pa vrijedi:
|S,S|=|S,F|+|FS|=r+t.

Neka je PQ pravac kroz tocku S paralelan s pravecem p, PQ|| p. S obzirom nato da su na
pravac p okomiti polumjeri kruznica AS,, BS, i CS, ti polumjeri okomiti su i na pravac PQ, a
polumjeri su medusobno paralelni. Stoga je Cetverokut ABQP pravokutnik jer su mu nasuprotne

stranice paralelne, a kutovi pravi. U pravokutniku su nasuprotne stranice jednakih duljina pa

vrijedi: |PQ| =|AB|=d i |AP|=|CS|=|BQ|=t.
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Promotrimo dva nastala trokuta: AS,PS i AS,SQ (Slika 22.). Trokuti su pravokutni s
pravim kutem pri vrhovima P i Q redom. U trokutu AS,PS hipotenuza je duljine |SlS|= R+t,
jedna kateta je duljine |S,P|=|S,A|—|AP|=R-t, a druga kateta je nepoznate duljine |PS|=x. U
trokutu AS,SQ hipotenuza je duljine |S,S|=r+t, jedna kateta je nepoznate duljine [SQ|=y, a

druga kateta je duljine |S,Q| =|S,B|-|BQ|=r-t.

S
R
R-¢ R+t L5
r+i ot
P : S [0
t X t LA
A d B

Slika 22. Izdvojeni pravokutni trokuti AS,PS i AS,SQ

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutne trokute AS,PS i AS,SQ mogu se odrediti

duljine kateta x i y (ili primjenom rezultata iz prethodnog problema):

x* =|PS[* =[S,S" ~|s,P[ y*=[SQ[" =[ss,[ ~[s.Qf
=(R+t)’ —(R-t)’ =(r+t)’ —(r-ty’
=R’ +2Rt+1"—(R*=2Rt+t")  =r’+2rt+t*—(r’ - 2rt+t*)
= 4Rt =4rt

x = 24/Rt y=24rt

Kako je s jedne strane |PQ|=|AB|=d, a's druge strane vrijedi: |PQ|=|PS|+|SQ|=x+Y,
izjednac¢avanjem se dobiva d =x+ Y. U prethodnom sangaku problemu (Problem 2) izveden je
izraz za udaljenost izmedu diralista zajedni¢kih tangenti kruznica ki i ko: d =|AB|:2\/ Rr .

UvrStavanjem svih izvedenih izraza u jednakost d = x+ Yy dobiva se:
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2JRr = 2\/ﬁ+2\/ﬂ: 2J/Rrt
1 1 1

NN S

Konstrukcija: Kako je ve¢ reCeno na samom pocetku opisa problema, ovaj problem se prirodno

nadovezuje na prethodno opisani sangaku problem 2 sto vrijedi i za njegovu konstrukciju.

Neka su zadani polumjeri (promjeri) dviju kruznica duljine Ri r.

R R

Slika 23. Polumijeri (promjeri) duljinaRir
Prvi dio: konstrukcija duzine duljine d =2+/Rr .

Duzina duljine d :|AB|:2\/ﬁ =/(2R)-(2r) konstruira se primjenom Euklidovog poucka,

kako je opisano u konstrukciji problema 2 (Slika 18.).
Drugi dio: konstrukcija kruznica K i kz.

Prema opisu konstrukcije u problemu 2, konstruiraju se kruznice k, (S;,R) i k,(S,,r) tako da se

dodiruju izvana u to¢ki D, a pravac p diraju u tockama A i B redom (Slika 19.).
Treéi dio: konstrukcija kruznice k

Konacno se konstruira kruznica k(S,t) koja izvana dira kruznice ki i k2 te njihovu zajednicku

tangentu p. Treé¢i dio konstrukcije (upisivanje najmanje kruznice) izveden je prema prijedlogu
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Chen Bali, koji je rjesenje ponudio 2013., a sama konstrukcija i opis prilagodeni su oznakama koje

se koriste u ovom radu? (Slika 24.).

// \\
ki / ;
1/ \\
f/ X 7
[ A 7
\ /
| \“\»\\ F |
\ T P — T =
\ ) - 4 P k2
\ P N\
\"\ / -G L : 52
\\\m’ / }‘--i/
\_\\\ \ | /,/' v
s /I_] — 1 3 S P
A /N B

Slika 24. Konstrukcija kruznice koja dira dvije kruznice i njihovu zajednicku tangentu

- konstruira se poloviste N duZine AB 1 poloviste T duzine S;S,

- konstruira se kruznica sa sredistem N radijusa [NT|, koja u presjeku s pravcem DN daje

tocku E

- konstruira se poloviSte F duzine S,D te istakne duzina EF

- kroz to¢ku Sz konstruira se okomica na EF, a noziste okomice neka je tocka G; okomica

GS> u presjeku s pravcem DE daje to¢ku H

- konstruira se kruznica sa sredistem D i radijusa |DH |, koja u presjeku s duzinom S S,

daje tocke P 1 Q

! Originalni opis konstrukcije moze se pronaci na linku: https://math.stackexchange.com/questions/269951/sangaku-

how-to-draw-those-three-circles-with-only-a-ruler-and-a-compass (Pristupljeno 30.5.2023)
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- konstruira se kruznica sa srediStem S1 radijusa |S,P| i kruznica sa sredistem S; radijusa
|S,Q|, koje u presjeku daju tocku S — srediste trazene kruznice
- presjek duzine SS, ikruznice Kz je tocka K te je t =|SK| radijus trazene kruznice

- konacno, konstruira se kruznica sa srediStem S radijusa t; k (S , t) .

Opisanim postupkom konstruirana je cijela sangaku figura.

31



4.4. Problem 4. Dvije sukladne kruzZnice i kvadrat

Slika 25. Problem 4 - Okayama prefektura, 1873.

Opis problema: Dvije kruznice jednakih radijusa dodiruju se izvana i obje kruznice
dodiruju isti pravac. Izmedu njih nalazi se kvadrat tako da jedna stranica kvadrata pripada pravcu,
a po jedan od preostala dva vrha kvadrata pripadaju kruznicama. Stranicu kvadrata treba izraziti

preko polumjera kruznica (Slika 25.).

RjeSenje: Neka su kruznice ki sa srediStem S i ko sa sredistem T sukladne kruznice
radijusa r, kruznice koje se dodiruju izvana u tocki G i koje dodiruju isti pravac p u to¢kama E i F

redom. Neka je ABCD kvadrat stranice duljina a kojemu stranica AB pripada pravcu p, a preostala
dva vrha C i D kruznicama k i k1 redom (Slika 26.).

E A B F

Slika 26. Slika Problema 4 s oznakama
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S obzirom na to da kruznice ki i ko dodiruju isti pravac p, taj pravac je zajedni¢ka vanjska

tangenta tih dviju kruznica. Prema uvjetu dodira kruznice i tangente, polumjeri povuceni iz
diraliSta okomiti su na tangentu, zato vrijedi: SE 1L pi TF 1L p. Kako su istaknuti polumjeri
okomiti na isti pravac p, oni su medusobno paralelni, tj. SE | TF . A kako su polumjeri i sukladni,
|SE|=|TF|=r, sredista kruznica S i T nalaze na jednakoj udaljenosti od pravca p pa oni pripadaju
pravcu koji je paralelan s pravcem p, tj. ST || p.

Nadalje, ¢etverokut SEFT je pravokutnik jer su mu nasuprotne stranice paralelne, a kutovi

pravi. Prema uvjetu dodira dviju kruznica izvana, sredista kruznica S i T te diraliste G kolinearne

su totke pa vrijedi: |ST|=|SG|+|GT|=r+r=2r. Kako su nasuprotne stranice pravokutnika
jednakih duljina to je |EF|=|ST|=2r . Budu¢i da stranica kvadrata AB duljine a pripada pravcu

p, odnosno duzini EF , a zbog simetrije je |EA| =|BF|, vrijedi:

_|EF|-[AB| _2r-a__ a

|BF| :
2 2 2

Neka je CH okomica povucena iz vrha kvadrata C na polumjer TF . Tada je Cetverokut
BFHC pravokutnik jer su mu nasuprotne stranice paralelne i ima pravi kut. U pravokutniku su
nasuprotne stranice jednakih duljina pa vrijedi: |[CH|=|BF|= r—% i |FH|=|BC|=a.Promotrimo

istaknuti trokut ACHT (Slika 27.).

T

r r-a
c H
a a
B a F

Slika 27. 1zdvojeni pravokutni trokut ACHT
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Trokut ACHT je pravokutan s pravim kutom pri vrhu H. Hipotenuza trokuta duljine je
ICT|=r, jedna kateta duljine je |CH|=r —% , a druga kateta duljine je [TH|=|TF|-|FH|=r-a.
Primjenom Pitagorina poucka na stranice trokuta ACHT dobiva se:

(r-a)’ +(r—%}2 =r’

2
a
r2—2ar+a2+r2—ra+zzr2

r? —3ar+%a2 =0|4

4r? —12ar +5a% =0.

S obzirom na to da se stranica kvadrata duljine a zeli iskazati preko polumjera sukladnih

kruznica radijusa r, dobivena kvadratna jednadzba rjeSava se po a:

5a’-12ra+4r’> =0
_12r£+4144r* —80r* 12r++/64r* 12r+8r 6rt4r
10

2

10 10 5
_br-4r_2
5 5
6r+4r 10r
2: :—=2r
5 5

Budu¢i da je kvadrat upisan u prostor izmedu dviju kruznica i pravca, duljina stranice

kvadrata je manja od polumjera sukladnih kruznica, tj. a <r. Stoga rjeSenje a = 2r nije moguce
2
te preostaje samo jedno rjeSenje: a = gr, odnosno 5a=2r. To znaci da je promjer sukladnih

kruznica pet puta veéi od stranice upisanog kvadrata.

Konstrukcija: Prije konstrukcije sangaku figure potrebno je konstruirati duzinu koja odgovara

stranici kvadrata. Duzina duljine a:gr konstruira se kao petina promjera zadane kruznice,

a= % -2r . Neka je zadan polumjer sukladnih kruznica r.

34



Prvi dio: konstrukcija duzine duljine a = % r (Slika 28.).

. . . 2
Slika 28. Konstrukcija duzine duljine a = G r

- na proizvoljni pravac p prenese se duzina duljine r dva puta pocevsi od proizvoljne tocke A,
|AB|=2r

- na pomo¢ni polupravac Aq nanese se uzastopno pet sukladnih duzina pocevsi od tocke A,
|ED|=x, |AD|=5x

- konstruira se pravac t paralelan s pravcem BD kroz tocku E

- pravac t sijede pravac p u tocki F i duzina FB je petina duzine AB, tj. vrijedi: a = |FB|= % r
. . o .. =5 a 1
- konstruira se i poloviste P duzine FB, 5= |FP|=|PB| = ="

Drugi dio: konstrukcija sangaku figure (Slika 29.)

na proizvoljni pravac p prenese se dva puta uzastopno duzina duljine r, |EP|=|PF|=r

kroz E i F konstruiraju se okomice ¢, i q, na pravac p

na okomice ¢, i g, prenese se duzina duljine r, |ES|=r, |FT|=r

opisu se kruznice sa sredistima S i T radijusar, k (S,r) i k,(T,r)
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k; k;

q1 0

Slika 29. Konstrukcija sangaku figure 4

- iztocke P konstruira se kruznica radijusa % koja u presjeku s pravcem p daje dva vrha kvadrata
AiB

- iz tocaka A i B opisu se kruznice radijusa a, koje u presjeku s kruznicama K; i K, daju preostala
dva vrha kvadrata D i C redom: k(A ,a)nk, ={D} k(B,a)nk, ={C}

¢etverokut ABCD konstruiran na opisani nacin jest kvadrat.

Opisanim postupkom konstruirana je cijela sangaku figura.
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45. Problem 5. Sest kruZnica unutar kvadrata i pravokutnih trokuta

Slika 30. Problem 5 - Iwate prefektura, 1847.

Opis problema: Dva para kruznica radijusa r i t, r >t, upisani su u kvadrat, a kvadrat je
upisan u trokut kako je prikazano na slici. Po jedna kruznica radijusa R i r, R>r, upisane su u
manje pravokutne trokute izvan kvadrata. Polumjer najveée kruZnice treba izraziti preko polumjera
najmanje kruznice (Slika 30.).

Ovaj problem postavio je trinaestogodisnji djecak Sato Naosue, a izlozen je 1847. u hramu

u Akahagi u gradu Ichinoseki (Fameli, 2020).

Rjesenje: Neka je kvadrat CDEF stranice duljine a upisan u trokut AABC. Neka su
kruznice upisane u kvadrat CDEF radijusar i t, a kruznice upisane u trokute ABFE i AAED izvan
kvadrata radijusa R i r redom tako da za radijuse kruznica vrijedi: R >r >t (Slika 31.).

Kako kruznice radijusa r dodiruju stranicu kvadrata CDEF iznutra, a one se medusobno
dodiruju izvana vrijedi: a=4r. To znaci da je duljina stranice kvadrata a cetiri puta veéa od

.. .. . .. .. . a
radijusa r, odnosno, radijus r je Cetiri puta manji od stranice kvadrata CDEF, r = 7
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Slika 31. Slika Problema 5 s oznakama

S obzirom na uvjet dodira dviju kruznica te kruznica i stranica kvadrata, istaknute duzine
unutar kvadrata okomite su na odgovarajuce stranice kvadrata, medusobno su okomite i duljine su
4r. Stoga je osjencani trokut AKLM , koji je odreden sredistima kruznica K i L te sjeciStem

4r -2t

istaknutih duzina M, pravokutan trokut s katetama duljine |[ML|=r i |MK|= =2r—t te

hipotenuzom duljine |KL| =r +t (Slika 32.).

L

r+t
-

M 2r-t K

Slika 32. 1zdvojeni trokut AKLM

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut AKLM odreduje se odnos izmedu

polumjera kruznica upisanih u kvadrat:
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r +(2r—t)2 =(r +t)2
r>+4r° —4rt+t° =r° + 2rt +t*
4r® —6rt=0[:2r,r £0
2r-3t=0
2r=3t

3

r==t.
2

Ako bi radijus t izrazili preko radijusa r dobiva se tzér, Sto znaci da je polumjer

L .. e 2 . . L. .
najmanje kruznice veli¢ine 3 polumjera srednje kruznice radijusa r.

Dalje se razmatra trokut AAED izvan kvadrata u kojeg je upisana kruznica radijusa r.

A
%
o X
3r T r P
LA
4
E 3r R r D

Slika 33. 1zdvojeni trokut AAED

Prema teoremu o odsjeCcima tangenti povucenih kroz tocku izvan kruznice vrijedi:
odsjecci tangenti od toc¢ke izvan kruznice do diralista s kruznicom jednakih su duljina. S obzirom
na to da stranice trokuta pripadaju tangentama upisane kruZnice koje su povucene kroz toc¢ke izvan

trokuta (vrhovi trokuta) i s obzirom na to da su polumjeri povuceni iz dirali§ta okomiti na tangentu,

u trokutu AAED, kojemu je jedna kateta duljine |ED|=a = 4r, vrijedi:
|RD|=|DP|=r
|EQ|=|ER| =|ED|~|RD| = 4r —r =3r
|AP|=]AQ|=x.
Kako je trokut AAED pravokutan, primjenom Pitagorina poucka na duljine njegovih

stranica moze se odrediti nepoznata duljina X:
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(4r)2 +(r+ x)2 =(3r+ x)2

1612 + 1% +2rx+ x> =9r? + 6rx + x°
8r® =4rx|:4r,r =0

2r = X.

Dakle, odsjecak duljine X jednak je promjeru upisane kruznice 2r, a za stranice trokuta
AAED vrijedi: katete su duljina |AD|=3r i |ED|=4r, a hipotenuza je duljine |AE|=5r .

Jo§ preostaje odrediti radijus najveée kruznice R koja je upisana u trokut ABFE.
Pravokutni trokuti ABFE i AEDA imaju podudarne odgovarajuce kutove pa su sli¢ni prema
poucku KK . Kako sli¢ni trokuti imaju proporcionalne stranice, analognim zaklju¢ivanjem kao pri
odredivanju duljina stranica trokuta AEDA, odreduju se i duljine stranica trokuta ABFE (Slika
34.).

B

Slika 34. 1zdvojeni trokut ABFE

Dakle, za stranice trokuta ABFE vrijedi: katete su duljina |[EF|=3R i |BF|=4R, a

hipotenuza je duljine |BE|=5R. Kako je duzina EF istodobno i stranica trokuta i stranica

kvadrata, njezina duljina je s jedne strane 3R, a s druge strane a=4r. Izjednacavanjem i

. : 3 .
sredivanjem, uz poznatu vezu da je r = Et , dobiva se:

3R=4r
Rty
3
R:ﬂét
32
R=2t.
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Dakle, polumjer najve¢e kruznice dvostruko je veéi od polumjera najmanje kruznice,

odnosno, polumjer najvece kruznice duljine R jednak je promjeru najmanje kruznice duljine 2t.

Konstrukcija: Neka je zadana stranica kvadrata duljine a. Kako je a =4r, za duljine polumjera

upisanih kruznica vrijedi:

a
r=—
4
tzg-rzg-gzé,odnosnot:E
3 34 6 6
R:ZI:Z-E:E,odnosno Rzé.
6 3 3

Sada se najprije konstruiraju duzine koje su polumjeri upisanih kruznica, a zatim se moze

konstruirati cijela sangaku figura.

Prvi dio: konstrukcija polumjera upisanih kruznica (Slika 35.)

a

Slika 35. Konstrukcija polumjera upisanih kruznica

- na proizvoljni pravac prenese se duzina duljine a od tocke A, |AB|=a

- simetralom duzine AB konstruira se poloviste duzine P
- simetralom duzine AP konstruira se poloviste duzine T ¢ime se dobiva Cetvrtina

duzine, a ostatak su tri Cetvrtine duZine, tj. vrijedi: |AT|=r, [TB|=3r

- nadrugi proizvoljni pravac ponovno se prenese duzina duljine a od tocke C, |CD| =a
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koristenjem pomoénog polupravca iz tocke C (ili D) duzina CD podijeli se na tri
jednaka dijela, |[CE|=|EF|=|FD|=R
simetralom duzine FD konstruira se poloviste duzine G, ¢ime se dobiva $estina duzine

CD, tj. vrijedi: |[FG|=|GD|=t.

Drugi dio: konstrukcija cijele sangaku figure (Slika 36.).

‘ r

3

N,

Slika 36. Konstrukcija sangaku figure 5

Konstrukcija kvadrata CDEF:

na proizvoljni pravac p prenese se duzina duljine a od tocke F, |FC| =a

kroz to¢ku C konstruira se okomica g na pravac p

na okomicu g prenese se duzina duljine a od tocke C, |CD|=a

iz tocaka D i F konstruiraju se kruznice radijusa a, sjeciste tih kruZnica je to¢ka E

cetverokut CDEF konstruiran na opisani nacin jest kvadrat.

Konstrukcija trokuta AABC :

na pravac g prenese se duzina duljine 3r od tocke D, |DA|=3r
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- polupravac AE sijece pravac p u tocki B
trokut AABC je pravokutni trokut u koji je upisan kvadrat CDEF.

Konstrukcija kruznica upisanih u kvadrat:
- konstruiraju se simetrale stranica kvadrata CDEF, tocka S sjeciste simetrala
- iz polovista stranica kvadrata opisu se kruznice radijusa r i t kako bi se dobila sredista
odgovarajucih kruznica

- iz dobivenih sredista opisu se parovi kruznica radijusa r i t.

Konstrukcija kruznica upisanih u trokute AAED i ABFE izvan kvadrata:

- unutar svakog trokuta AAED i ABFE konstruiraju se simetrale kutova (barem po

dvije) kako bi se dobilo srediste upisanih kruznica S, i S, redom

- iz srediSta S i S, opiSu se kruZnice radijusa r i R redom: k(S,,r), k(S,,R).

Opisanim postupkom konstruirana je zadana sangaku figura.
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4.6. Problem 6. Trokut, kvadrat i krug unutar pravokutnog trokuta

Slika 37. Problem 6 - Fukushima prefektura, 1877.

Opis problema: Kvadrat, jednakostrani¢ni trokut i krug upisani su u pravokutni trokut
kako je prikazano na slici. Stranicu jednakostrani¢nog trokuta i polumjer kruga te stranice

pravokutnog trokuta iskazati preko stranice kvadrata (Slika 37.).

RjeSenje: Neka je AABC pravokutni trokut u kojeg su upisani jednakostrani¢ni trokut
ADEF stranice duljine a, kvadrat FGHR stranice duljine b i kruznica radijusa r sa sredistem S
(Slika 38.).

S obzirom da je trokut ADEF jednakostrani¢ni, njegovi unutrasnji kutovi su po 60°, a
Cetverokut FGHR je kvadrat pa su njegovi kutovi pravi, veli¢ine 90°. Primjenom odgovarajucih
pravila odreduju se kutovi u trokutu AAFE :

XAEF =180°-60° =120° (vanjski kut trokuta ADEF pri vrhu E),

£EFA=180°—(90°+60°)=180°—-150°=30° (nadopuna do ispruzenog kuta pri vrhu F)
£FAE =180°-(120°+30°) =180°—150° = 30° (zbroj kutova unutar trokuta).

Kako su kutovi prvi vrhovima A i F trokuta AAFE jednakih veli¢ina (po 30°), nasuprotne stranice

jednakih u duljina pa vrijedi: |AE|=|EF|=a, $to zna¢i da je trokut AAFE jednakokracan.

Trokut AABC je pravokutan s pravim kutom pri vrhu C, a kako je Siljasti kut pri vrhu A

veli¢ine 30°, njegov drugi Siljasti kut pri vrhu B je veli¢ine 90°—30°=60°.
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Slika 38. Slika Problema 6 s oznakama

Trokut ABHG je pravokutan s pravim kutom pri vrhu G (susjedni kut pravog kuta kvadrata
FGHR), a kako je $iljasti kut pri vrhu B veli¢ine 60°, njegov drugi Siljasti kut pri vrhu H veli¢ine
je: 90°—60°=30°. To znaci da je trokut ABHG polovica jednakostrani¢nog trokuta. Ako je

njegova hipotenuza BH duljine t, onda je kra¢a kateta BG duljine % a duza kateta GH je

stranica kvadrata FGHR duljine b.

N~

B

60°

H

Slika 39. Nadopuna ABHG do jednakostrani¢nog trokuta
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Nadopunjavanjem trokuta ABHG zrcalno do trokuta ABHT (Slika 39.) dobiva se

jednakostrani¢ni trokut stranice duljine t, kojemu je duZina GH visina duljine b pa vrijedi:

243

tv/3
b=—" 1z tog odnosa slijedi da je t:ib, odnosno nakon racionaliziranja, t=——"b i
2 J3 3

243 J3

—b,|BG|:£:—bi|GH|:b.
3 2 3

t 3

Ez?b. Prema tome, stranice trokuta ABHG su: |BH|:t =

Cetverokutu CDRH upisana je krunica radijusa r pa je tangencijalan te je zbroj

nasuprotnih kutova tog cetverokuta 180°.

Slika 40. Tangencijalni ¢etverokut CORH

Unutarnji kut ¢etverokuta CDRH prvi vrhu C je pravi kut (kut trokuta AABC), kao i kut
pri vrhu R (susjedni kut pravog kuta kvadrata FGHR). Unutarnji kut pri vrhu D je vanjski kut
trokuta AAFD pa je on veli¢ine 180°—60°=120°, pa unutarnji kut pri vrhu H iznosi

180°—(90°+30°) =180°—-120° =60°.

Kako su odsjecci tangenti na kruznicu povucenih iz tocke izvan kruznice (u ovom slucaju
iz vrhova ¢etverokuta CDRH ) jednakih duljina vrijedi:

|QC|=|CM|=r jer je QCMS kvadrati |PR|=|RN|=r jer je PSNR kvadrat

IMD| =[DN| = y i |HQ|=|HP| = x.
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Dijagonala HD dijeli &etverokut CDRH na dva sukladna trokuta, ACDH = ADRH , prema

poucku SKS jer se trokuti podudaraju u dvije stranice i kutu medu njima:

|HC|=|HR|=x+r
ADCH = XHRD =90°
ICD|=|DR|=y+r.

|z sukladnosti slijedi da dijagonala HD raspolavlja kutove pri vrhovima H i D pa su trokuti

ACDH i ADRH pravokutni trokuti sa Siljastim kutovima od 30° i 60°.
Kako je x+r=b, slijedi da je |HC|=|HR|=|HG|=b pa su trokuti ACDH i ADRH
sukladni s trokutom ABGH po poucku KSK jer se podudaraju u jednoj stranici i kutovima uz tu

stranicu. 1z sukladnosti i prethodno izvedenih jednakosti slijedi:

zf

IDH| =[BH| =t =22

|CD|=|DR|=|BG|=—=£b.
2 3

Prema prethodnoj analizi moze se odrediti duljina a stranice jednakostrani¢nog trokuta
AEFD jer vrijedi:
a:|FD|:|FR|+|RD|:b+£:b+£b: 1+£ b.
2 3 3
Ako se u jednakokra¢nom trokutu AAFE spusti visina EK naosnovicu AF , dobivaju se

dva pravokutna trokuta koji su polovice jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine a, a ﬂje

visina duljine z pa vrijedi (analogno kao kod trokuta ABHT ):

_— af f{l £j Ly

2

21 :(J§+l)b.

Za iskazivanje polumjera kruznice r, a zatim i stranica trokuta AABC preko stranice
kvadrata FGHR duljine b, potrebno je izraziti duljine x i y preko duljine b. U tu svrhu se mogu

promotriti trokuti AHQS i AMDS . Oba trokuta su pravokutna sa Siljastim kutovima 30° i 60° pa

su 1 oni polovice jednakostrani¢nih trokuta.
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Nadopunjavanjem trokuta AHQS dobiva se jednakostrani¢ni trokut stranice duljine 2r,

kojemu je visina duljine x pa vrijedi: X = 2r , 0dnosno X =r+/3. Analogno, nadopunjavanjem

trokuta AMDS dobiva se jednakostrani¢ni trokut stranice duljine 2y, kojemu je visina duljine r pa

2y+/3
2

B3

,0odnosno r = yJ§ , odakle se dobiva y = 3 r (Slika 41.).

vrijedi: I =

r o T S Y MY D

Slika 41. Nadopuna trokuta AHQS i AMDS

Kako je b=x+r=ry3+r= r(\/§+1), za radijus kruznice r dobiva se r= te

b
\/§+1

T -1
nakon racionaliziranja: r =\/§Tb pa je promjer kruznice duljine: 2r :(Jé—l)b.

Konaéno, na temelju svih izvedenih izraza, stranice trokuta AABC mogu se izraziti preko

stranice kvadrata FGHR duljine b:

|AB|= —+b+22—£b+b+(\f+1)b 2b+ \/_
EARE 2‘3{— */—b 2b++/3b

AC|=2a+ 1= 2-(1+—Jb B0y
2 3) "3

2f

IBC|=b+t=b
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Konstrukcija: Neka je zadana duzina duljine b. Konstrukcija se temelji na izvedenim odnosima

svih potrebnih duljina preko duljine b. Prvo se konstruiraju sve potrebne duzine duljina t, %, ai

Z, zatim duzine koje odgovaraju stranicama trokuta AABC 1 konacno, cijela sangaku figura.

Prvi dio: konstrukcija kvadrata stranice duljine b i duzina duljine t i % (Slika 43.).

b
t

|- 60°
b t

30°

60° ] p
4 b B
q; q:

t
Slika 43. Konstrukcija kvadrata ABCD i duzina duljina t i >

- na proizvoljan pravac p prenese se duzina duljine b podevsi od tocke A, |AB|=b
- ukrajnjim to¢kama A i B konstruiraju se okomice ¢, i 4, na pravac p
- na svaku okomicu prenese se duZina duljine b, od tocaka A i B, |AD|=b i |BC|=b

¢etverokut ABCD konstruiran na opisani nacin jest kvadrat stranice duljine b
- zatim se iz vrha A konstruira kut od 60°, s pravcem p kao prvim krakom
- drugi krak sijece stranicu kvadrata u tocki E.

trokut AAED je pravokutan sa §iljastim kutovima od 30° i 60° i vrijedi:

|AE|:t:&b
3

|DE|=£=£b,
2 3
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Drugi dio: konstrukcija duzina duljine a i 2z te stranica trokuta AABC (Slika 44.).

Na proizvoljni pravac uzastopno se nanose duzine navedenih duljina:

J3

a=b+Bh_psl
3 2

22:b+\/§b:b+t+%

443

|AB|:2b+Tb:2b+2t

|AC|:2b+\/§b:2b+t+%

243

|BC|:b+Tb=b+t
I
a b 2
27 b ! %
|AB| b b ! !
|AC| b b t %
|BC| b !

Slika 44. Konstrukcija duzina odgovarajucih duljina



Treéi dio: konstrukcija cijele sangaku figure (Slika 45.)

Prvo se konstruira trokut AABC prema konstrukciji SSS jer su poznate duljine njegovih
stranica: |AB|, |AC| i |BC]| ili prema SKS jer je jedan njegov kut pravi kut. Zatim se u njega upisu
jednakostrani¢ni trokut AFDE stranice duljine a, kvadrat FGHR stranice duljine b i kona¢no

kruznica k(S,r).

B

Slika 45. Konstrukcija sangaku figure 6

Konstrukcija pravokutnog trokuta AABC :

- naproizvoljan pravac p prenese se duZina duljine |AC| pogevsi od tocke A

- kroz tocku C konstruira se okomica g na pravac p

- napravac q prenese se duzina duljine |BC| pocevsi od tocke C

Konstrukcija jednakostrani¢nog trokuta AEFD :

- iz vrha A prenose se duzine duljine a na duzinu AC, |AE| =a
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- iz tocke E opise se kruznica radijusa @, koja stranicu AB sijeCe u tocki F, a stranicu

AC utockiD

ADEF je jednakostrani¢ni trokut stranice duljine a

Konstrukcija kvadrata FGHR:
- iz toc¢ke F opise se kruznica radijusa b, koja sijece duzinu FB u totki G, a duzinu
FD u tocki R
- Iz tocke G ili R opise se kruznica radijusa b, koja duzinu BC sijece u tocki H

Cetverokut FGHR jest kvadrat stranice duljine b

Konstrukcija kruga k(S,r):

- simetralom dvaju kutova cetverokuta CDRH dobiva se srediSte kruznice S

- kroz tocku srediSta S konstruira se okomica na jednu stranicu trokuta s noziStem M,

r= |SM | je radijus kruZnice upisane cetverokutu CDRH.

- Opise se kruznica k(S,r)

Opisanim postupkom konstruirana je zadana sangaku figura.
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4.7. Problem 7. Pravokutnik maksimalne povrSine unutra pravokutnog

trokuta

Slika 46. Problem 7 - Hokkaido Prefektura, 1806.

Opis problema: Na hipotenuzi pravokutnog trokuta odabrana je proizvoljna to¢ka, a zatim
su iz toc¢ke spustene okomice na katete trokuta. Okomice s katetama trokuta zatvaraju pravokutnik.

Odrediti polozaj to¢ke na hipotenuzi koja odreduje pravokutnik maksimalne povrsine (Slika 46.).

Rjesenje: Neka je dan pravokutni trokut AABC s katetama duljine |BC|=a i |AC|=b.

Neka je T proizvoljna tocka na hipotenuzi AB i neka su E i F nozista okomica spustenih iz tocke
T na katete BC i AC redom. Neka je udaljenost tocke T od katete AC jednaka x, a udaljenost
od katete BC jednakay, tj. [TF|=x i [TE|=y (Slika 47.).

B
a-x
T
E )
X
[ ||
e F b-y A

Slika 47. Slika Problema 7 s oznakama
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U skladu s uvedenim oznakama, ¢etverokut CFTE je pravokutnik duljine y i Sirine X te

mjera njegove povrsine iznosi P, =Xy . Kako bi se odredio pravokutnik maksimalne povrSine,

potrebno je odrediti udaljenosti x i y u odnosu na duljine kateta a i b redom, pravokutnog trokuta
AABC.

Povla¢enjem okomica, unutar trokuta AABC nastala su dva manja pravokutna trokuta:
ABET s katetama duljina |BE|=a—x i [TE|=y te AATFs katetama duljina |AF|=b—y i
|TF| = X. Ovi pravokutni trokuti sli¢ni su s polaznim trokutom prema poucku KK (jer imaju

podudarne odgovarajuce kutove). Iz sli¢nosti trokuta ABET i AABC moze se uspostaviti odnos

izmedu udaljenosti x i y:

[TE| _|BE|

|AC| |BC]|

y_a-x

b a
ay = ab—bx
y:b—gx

a

Uvrstavanjem izvedenog odnosa u izraz za povrsinu pravokutnika CFTE dobiva se:
b b
Prre =Xy =X:| b—=X |=bx—=x* == (ax—x*).
CFTE y ( a J ( )

Dobiveni se izraz moze razmatrati kao kvadratna funkcija povrSine P po varijabli x:
b 2 . . . .

P(x)z—(ax—x ), pa se polazni problem svodi na pronalazenje maksimuma ove kvadratne
a

funkcije. S obzirom na to da je vodeci koeficijent ove kvadratne funkcije negativan, graf funkcije

je konkavan pa maksimum postoji (Slika 48.).
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Yy

N, P N,

7
X Xy \\':

Slika 48. Graf funkcije povrSine

Kako je graf kvadratne funkcije simetrican s obzirom na pravac koji prolazi to¢kom

maksimuma T (x,,Y, ), koordinata x,, biti ¢e koordinata i tocke P(x,,,0) koja je poloviste

. .. . . X
duZine odredene nul-tockama ove funkcije N, (x,,0) i N,(x,,0), tj. X, = Xl; 2,

Rjesavanjem jednadzbe P(x)=0, tj. E(ax - X2) =0 odreduju se koordinate nul-tocaka:
a
X, =0,X, =a, pa je koordinata tocke polovista: X, = % . To znaci da funkcija P maksimum postize

: o a) ab ab
za X, =% I maksimalna povrS$ina iznosi y,, = P(XM ) = P(EJ = 1 = 27

Drugim rije¢ima, pravokutnik CFTE imat ¢e maksimalnu povrsinu kada je udaljenost x

jednaka polovici katete BC, tj. x = %, a udaljenost y jednaka polovici katete AC , tj. y :g .

Budu¢i da su razmatrani pravokutni trokuti medusobno sli€ni, moze se zakljuciti da ¢e

tocka T koja se nalazi na polovici hipotenuze AB polaznog trokuta osigurati da pravokutnik CFTE

ima maksimalnu povrsinu.
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Konstrukcija: Neka su zadane dvije duzine duljina a i b (Slika 49.)

a
b
B
q:
T q7

E | ]

|l fil p
C Y 3 A

q

Slika 49. Konstrukcija sangaku figure 7

Pravokutni trokut AABC konstruira se prema SKS konstrukciji:
- na proizvoljni pravac p prenese se duzina duljine b pocevsi od tocke A, |AC|=b
- kroz tocku C konstruira se okomica g na pravac p

- naokomicu g prenese se duzina duljine a pocevsi od tocke C, |CB|=a

spajanjem vrhova A i B dobiva se AABC.

Konstrukcija proizvoljnog pravokutnika CFTE:
- na hipotenuzi AB odabere se proizvoljna tocka T
- kroz tocku T konstruiraju se okomice q, i g, na katete AC i BC s nozistima F i E

redom

okomice s katetama zatvaraju pravokutnik CFTE.

Konstrukcija pravokutnika CFTE maksimalne povrsine:

- konstruiraju se simetrale stranica AC i BC, a time i polovista F i E redom
- simetrale se sijeku u polovistu hipotenuze T (srediste trokutu opisane kruznice)

simetrale s katetama zatvaraju pravokutnik CFTE.
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5. Zakljucak

Cilj ovoga rada bio je predstaviti jedinstveni kulturni fenomen poznat pod nazivom
sangaku, kojeg karakteriziraju spoj kulture, povijesti, matematike i lingvistike. Po Makami i
Smith, 1914, str. 279.:

,»-..matematika Japana bila je poput njezine umjetnosti,
vise izuzetna nego velicanstvena... *

Na samom pocetku dan je povijesni prikaz Japana u vrijeme stvaranja sangaku ploc¢a kroz
opis karakteristika Edo razdoblja i zivota Japana u vrijeme samonametnute izolacije od ostatka
svijeta kao i kroz poveznicu sangaku ploca i zavjetnih darova, koji su se prinosili $intoistickim
svetiStima i budistickim hramovima. Budu¢i da je sangaku jedna vrsta umjetnosti kao i haiku
poezija, istaknute su poveznice i ovih dviju vrsta umjetnosti i njihov zna¢aj u Japanu, ali i ostatku
svijeta, sve u svrhu priblizavanja konteksta i okolnosti unutar kojeg je nastao sangaku.

Sredi$nja tema rada su odabrani geometrijski sangaku problemi, koji potjecu iz razlic¢itih
prefektura Japana. Svaki od sedam odabranih problema obraden je strukturno sli¢no kao na
sangaku plo¢ama: predstavljanje problema kroz odgovarajuéi umjetnicki izri¢aj, mjesto i godinu
izlaganja originalne ploce, opis problema te odnos koji je potrebno otkriti ili obrazloziti. Doprinos
ovog rada je u detaljnom opisu rjeSavanja problema koriStenjem elementarnih geometrijskih
znanja te prikazu konstrukcije sangaku figura uz opis procesa konstruiranja po koracima.

Japanski profesor matematike Hidetoshi Fukagawa gotovo je sam razvio i popularizirao
sangaku probleme nakon $to su nestali iz fokusa razmatranja te ponovno uspostavio matematicku,
povijesnu i kulturolosku vaznost sangakua u Japanu, unato¢ mnogim preprekama. Danas se, prema
Katsuhitou, sangaku smatra nacionalnim kulturnim dobrom, a zahvaljujuéi profesoru Hidetoshiju
sangaku svojim matematickim specificnostima i umjetnickim izri¢ajima ne nadahnjuje samo
matematicare ve¢ i umjetnike. Sangaku tako ponovno postaje elegantna i lijepa tradicija koja je
korisna i u danasnjoj nastavi matematike, jer ima snagu pobuditi intelektualnu znatizelju uc¢enika
i omoguciti razvoj dubljeg zanimanja za matematiku.

Svatko tko se upusti u strpljivo i ustrajno istrazivanje i rjeSavanje geometrijskih sangaku
problema s vremenom razvija svoje vizualne sposobnosti i geometrijsko oko, usavrsava i

funkcionalno povezuje razli¢ita matematicka znanja iako se u pocetku to mozda ¢ini nedostiznim.
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Sazetak

U radu se predstavljaju sangakui — drvene plo¢e s matemati¢kim zapisima koje su
postavljane diljem Japana pod krovista hramova kao zavjetni darovi ili zahvale bogovima na
matematickim postignu¢ima. Sangaku ploce nastale su u vrijeme Edo razdoblja kojeg karakterizira
mir i samonametnuta izolacija Japana od ostatka svijeta. Tijekom Edo razdoblja dolazi do snaznog
razvoja autohtone znanosti i umjetnosti, a taj period poznatiji je kao Genroku renesansa. Stoga, u
svrhu boljeg razumijevanja nastanka i vaznosti sangaku ploc¢a prvo se u radu razmatraju povijesno-
kulturni aspekti Japana toga vremena, a zatim se opisuju sadrzaji sangaku ploca kako bi se moglo
prije¢i na srediSnju temu ovoga rada. U srediSnjem dijelu rada obraduje se sedam odabranih
geometrijskih sangaku problema sa ploca iz razli¢itih prefektura poredanih prema zahtjevnosti i
vrstama koncepata koji su u njima zastupljeni, a odabrani su tako da slijede geometrijski kurikulum
elementarnog matematickog obrazovanja. Problemi se obraduju tako da prate strukturiranje i
vizualno oblikovanje na plocama, a daje se i detaljan prikaz procesa rjeSavanja, §to na originalnim
plo¢ama nije postojalo, vjerojatno zbog nedovoljno prostora ili zbog izazova Citateljima. Kako bi
se doslo da rjeSenja problema, figure su konstruirane, zatim je konstrukcija provedena unutar
programa dinamicke geometrije, a opis procesa konstruiranja u radu je opisan po koracima. lako
je za otkrivanje odnosa unutar odabranih sangaku problema potrebno suptilno razumijevanje
geometrijskih koncepata i1 vjeStina rjeSavanja geometrijskih problema, oni se mogu prepoznati
koriStenjem samo elementarnih matematickih znanja koja se stjeCu unutar osnovnoskolskog
matematickog obrazovanja pa ovaj rad moZe posluZiti kao koristan nastavni materijal svakom

zainteresiranom ucitelju matematike.

Kljuéne rije¢i: sangaku ploca, sangaku problem, rjesavanje problema, konstrukcija

sangaku figure
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Abstract

This paper represents sangaku — wooden boards with mathematical writings that were
placed under the roofs of temples all over Japan as votive gifts or thanks to the gods for
mathematical achievements. Sangaku boards were created during the Edo period, which was
characterized by peacetime and self-imposed isolation of Japan from the rest of the world. During
the Edo period, there was a strong development of indigenous science and art, and that period was
better known as the Genroku renaissance. Therefore, in order to understand better the origin and
importance of sangaku boards, the paper first considers the historical and cultural aspects of Japan
at that time, then describes the contents of sangaku boards in order to move on to the central topic
of this paper which focuses on seven selected geometric sangaku problems which originate from
different prefectures. In this paper, sangaku problems are ordered by complexity and concepts that
are represented within them, which follow the geometrical curriculum of elementary mathematical
education. The problems venerate the structure and visual design on original wooden boards, but
unlike original boards, a detailed description of the solving process is given in this paper. Solutions
probably weren't given on the original boards due to insufficient space or in order to challenge the
readers. In order to find a solution to the problem, the figures were constructed, then the
construction was made in the programme of dynamic geometry while the description itself follows
the real process of construction step by step. Although subtle understanding of geometric concepts
and geometric solving skills are required for solving sangaku problems, they can be solved using
only elementary mathematical knowledge acquired within elementary school mathematics

education, so this work can be useful teaching material for any interested mathematics teacher.

Key words: sangaku board, sangaku problem, problem-solving, sangaku figure construction
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